






















I was born not knowing
and have had only a little time
to change that here and there.
Richard Feynman
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1 UVOD S PREDSTAVITVIJO PROBLEMATIKE IN HIPOTEZE
Nanostrukture so definirane s svojimi dimenzijami, ki navadno obsegajo od 1 do
100 nm. Posebnost teh struktur je ravno v njihovi velikosti, saj se večina se-
stavnih atomov skoraj v celoti nahaja na površini. To vodi do povsem drugačnih
fizikalno-kemičnih lastnosti, kot jih posedujejo materiali iste kemijske sestave na
makroskopskih merilih. Z operativnostjo na tako majhnih skalah (1 nm = 10−9
m) za fizikalno obravnavo lahko postanejo relevantni razni kvantni procesi, ki so
možni že pod mejo 100 nm.
Hkrati pa so biološke membrane in druge celične komponente nosilci električnega
naboja. Coulombske elektrostatske interakcije med posameznimi elementi mem-
bran in njihovo okolico vplivajo na rigidnost, stabilnost, fazne prehode in druge
vrste celičnih lastnosti (Verwey in Overbeek, 1955; Israelachvili, 2011). Interakcija
je lahko privlačna, če sta delca enako predznačena v naboju, ali pa odbojna, ko
se predznak naboja razlikuje. Elektrostatske interakcije igrajo pomembno vlogo
v procesih, ki vključujejo več nabitih površin, kot so na primer adhezije med raz-
ličnimi membranami in interakcije med molekulami v elektrolitskih raztopinah v
stiku s celicami (Safran, 1994). Razumevanje interakcij med nabitimi molekulami
in površinami membran je ključnega pomena pri opisu celičnih procesov.
V bioloških medijih, ki praviloma predstavljajo elektrolitsko raztopino, so vedno
prisotni hidrirani ioni, ki nosijo naboj, ki je številski večkratnik osnovnega naboja.
Večvalentne molekule in ioni so večkrat obravnavani kot točkasti delci. V bolj
podrobni sliki pa imajo ioni, proteini in drugi organski nanodelci večkrat notranjo
porazdelitev naboja z dobro definiranimi težišči električnega naboja, ki so prostor-
sko dobro definirana (Alvarez in sod., 1983; Urbanija in sod., 2008; May in sod.,
2008; Gongadze in sod., 2013;). Velikost naboja celičnih membran in njihova pro-
storska distribucija v kombinaciji s prostorsko distribucijo gostote naboja ionskih
raztopin v neposredni bližini membrane določa elektrostatski potencial prek take
biološke membrane (Heinrich in sod., 1982; McLaughlin, 1989). Električno nabite
molekule niso scela zajete v fosfolipidnem dvosloju biološke membrane; nekaj jih
je lahko v neposrednem stiku z okoliško raztopino (na notranji in zunanji strani
membrane), kar vodi do pojava manjšega električega potenciala kot v primeru dveh
enakomerno razmaknjenih nabitih ploskev (Heinrich in sod., 1982; Iglič in sod.,
1997). Zaradi enostavnosti obravnave je v navadi, da povprečno površinsko go-
stoto naboja biološke membrane označimo z enim parametrom (σ). Elektrostatske
interakcije lahko v prvem približku najlažje opišemo s predpostavko o povprečnem
električnem polju, ki zavzema celoten prostor konkretne obravnave, delce pa kot
točkaste nosilce naboja z znanimi prostorskimi distribucijami (Urbanija in sod.,
2008; May in sod., 2008).
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Električna dvojna plast (EDP) (McLaughlin, 1989) je pojav na stiku nabite plo-
skve in elektrolita z gibljivimi delci naboja. Prostorska porazdelitev nabitih delcev
naboja v elektrolitu ob nabiti ploskvi je posledica dveh nasprotujočih si učinkov;
učinka elektrostatske interakcije, ki teži k privlaku različno predznačenih delcev
naboja in odboju isto predznačenih nabitih delcev; in difuzijskih učinkov, ki težijo
k izenačitvi koncentracije delcev po celotnem prostoru. Kot posledica se delci z
nabojem, različnim od nabite ploskve, akumulirajo v njeni bližini, obratno pa se
isto predznačeni delci od nabite površine oddaljijo. Dvojna plast sestoji iz adsor-
biranih delcev na nabito površino in druge, difuzne plasti, ki ni trdno vsidrana kot
prva, pač pa sega stran od nabite ploskve globoko v elektrolit. Difuzna električna
dvojna plast vpliva tako na svojo okolico kot na samo nabito površino biološke
membrane (Heinrich in sod., 1982). Električna dvojna plast je ključnega pomena
v vsakdanjih pojavih; zaradi nje so stabilne razne koloidne disperzije in raztopine,
vse večjo vlogo pa zaseda tudi v domeni shranjevanja električne energije in v bio-
kompatibilnih materialih.
Difuzna dvojna plast je priročna za shranjevanje električne energije, kar se upo-
rablja v tehnologiji električnih oziroma elektrokemičnih kondenzatorjev (electro-
chemical double layer capacitor – EDLC). Kondenzatorji tipa EDLC, izdelani v
kombinaciji s specifičnimi elektroliti, v zadnjih letih dosegajo vse večje stopnje
močnostne in energijske gostote (Candelaria in sod., 2012; Chen in sod., 2015; Co-
sta in sod., 2015). Zaradi napredkov na področju nanoznanosti in nanotehnologij
se vse več pozornosti namenja tudi elektrokemičnim kondenzatorjem, ki delujejo
na nanometrskih velikostnih skalah. Nanoporozni materiali, ki dosegajo velika
razmerja med površino in prostornino, tako vse bolj zapolnjujejo vrzel med kla-
sičnimi akumulatorji in klasičnimi kondenzatorji (Signorelli in sod., 2009). Velja
omeniti tudi t. i. superkondenzatorje, ki delujejo na kombiniranih principih ele-
ktrične dvojne plasti EDLC kondenzatorjev in psevdokapacitivnosti. Medtem ko
EDLC kondenzatorji električno energijo shranjujejo zgolj v električni dvojni plasti
ob stiku z elektrodo, superkondenzatorji ob elektrodah dodatno vzdržujejo kemij-
ske reakcije, v katerih poteka hitra izmenjava elektronov. Tako elektrode EDLC
kondenzatorjev sestojijo večinoma iz ogljika, elektrode superkondenzatorjev pa iz
čistih oksidov prehodnih elementov oziroma iz zmesi ogljika in kovinskih oksidov
(Jayalakshmi in Balasubramanian, 2008). Glede na konstrukcijo EDLC celice so
elektroliti takih kondenzatorjev lahko izdelani na vodni ali drugi osnovi.
Električna dvojna plast je pomembna tudi na področju biokompatibilnih mate-
rialov, kjer je inženiring nanostrukturiranih pripomočkov našel široko uporabo v
ortopedskih in stomatoloških aplikacijah (Imani in sod., 2012; Pazoki in sod., 2012;
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Kulkarni in sod., 2015). Med obetavnimi se kaže titanijev dioksid (TiO2), ki kaže
visoko mero biokompatibilnosti in fleksibilnosti zaradi svoje netoksičnosti in od-
pornosti na telesne tekočine (Williams, 2008). Razvoj teh novih tehnologij zahteva
boljše poznavanje topografije in grobosti materialov na nanoskalah, kjer so elek-
trostatske interakcije ključnega pomena. Strukturirani nanomateriali kažejo tudi
na uporabnost v izdelavi biosenzorjev, saj zaradi velikega razmerja med površino
in prostornino omogočajo boljšo in bolj raznoliko uporabo. Taki biosenzorji že
kažejo uporabo v medicinskih vedah in športu (Malik in sod., 2013). Čeprav je
uporaba biosenzorjev v športu še v začetnih fazah načrtovanja in produkcije, naj-
verjetneje napovedujejo spremembe paradigme na področju analitike in obdelave
športne uspešnosti v realnem času. Primer nanobiosenzorja v športu je neinvazi-
ven nanotatu, ki ga lahko pritrdimo na športnikovo roko za spremljanje tvorjenja
mlečne kisline med fizično aktivnostjo (Wenzhao in sod., 2013).
Zahteve biokompatibilnih medicinskih vsadkov terjajo dovolj majhne vire elek-
trične moči, ki pa vseeno lahko dostavijo veliko gostoto električne moči v območju
od nano- do mikrovata (Abidin in sod., 2016). Med najbolj razširjene medicinske
vsadke spada srčni spodbujevalnik (pacemaker), čigar tipičen interval moči je 30–
100 µW (Sung in sod., 2004; Mallela in sod., 2004). Najbolj razširjen vir moči
srčnih spodbujevalnikov in drugih biomedicinskih vsadkov je litij-ionska baterija,
ki pride s pomankljivostmi; kratka življenska doba in končne količine shranjene
kemične energije terjajo menjavo baterije na vsakih 5–10 let. Superkondenzatorji
se kažejo kot najboljši nadomestki baterij zaradi hitrega polnjenja in praznjenja,
visokih vrednosti energijske in močnostne gostote ter zaradi praktično neomeje-
nega števila ciklov polnjenja. Namesto invazivnih medicinskih posegov ob menjavi
in ponovnem polnjenju baterij bi polnjenje lahko prevzeli tudi razni mikroelektro-
mehanski sistemi (MEMS), ki bi energijo pridobivali iz okolja, saj človeško telo
proizvaja veliko energije na mikroskopskem nivoju v obliki disipirane toplote, ob
deformaciji elastičnih tkiv ali spremembi lokalnega težišča. Ti energijski viri bi s
pomočjo biovgradljivih mikroelektromehanskih sistemov lahko zadoščali energij-
skim potrebam superkondenzatorjev in posledično tudi medicinskih vsadkov, kot
so na primer srčni spodbujevalniki ali slušni aparati (Hafzaliza in sod., 2016).
Superkondenzatorji lahko ob istih pogojih shranijo do desettisočkrat več elek-
trične energije kot konvencionalni ustrezniki (Jayalakshmi in Balasubramanian,
2008; Kaus in sod., 2010). Elektrode superkondenzatorja lahko obstajajo tudi na
skalah nanometrov. Leta 2009 so bile za elektrode superkondenzatorja uspešno
uporabljene nanocevke, ki so dosegle specifično kapacitivnost 428 µF/cm2 in go-
stoto moči 0.28 mW/cm2 (Jiang in sod., 2009).
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Izvencelični mikrovesikli, izolirani iz krvne plazme, se zadnja leta kažejo kot za-
nesljivi pokazatelji stanja telesne homeostaze, saj njihovo število korelira z neka-
terimi parametri zdravja posameznika (Ogorevc, 2013). Prav tako tudi obstajajo
dokazi, da se število izvenceličnih mikrovesiklov v krvni plazmi spremeni kot po-
sledica fizične aktivnosti (Drab in sod., 2016). Nazadnje omenimo vpliv sintetičnih
nanodelcev na lastnosti bioloških membran. Obstajajo dokazi o vplivu sintetič-
nih nanodelcev na ravnovesno obliko membran eritrocitov (Pajnič in sod., 2015;
Drašler in sod., 2014), kjer je vpliv možnih elektrostatskih ali kvantnih interakcij
impliciran, ne pa še popolnoma raziskan.
1.1 NAMEN IN HIPOTEZE
V okviru doktorske disertacije smo preverili, kako bi vpeljava kvantnih pojavov
vplivala na elektrostatske lastnosti električne dvojne plasti na skalah nanometrov
in kako bi se ugotovitve primerjale ter vklapljale v obstoječo elektrostatsko in
termodinamsko teorijo. V ta namen smo preučili fizikalne lastnosti modelskega
nanokondenzatorja, ki med nabitima ploskvama namesto elektrolita vsebuje fer-
mione – kvantne delce, ki nosijo osnovni naboj in so podrejeni Fermi-Diracovi
statistiki. V kvantni sliki fermioni niso entitete s točno določeno pozicijo in hi-
trostjo, pač pa valovne funkcije, ki se zaradi svojih antisimetričnih omejitev lahko
nahajajo samo v določenih energijskih stanjih.
Modelski sistem sestoji iz dveh vzporednih razsežnih ploskev z znano površinsko
gostoto naboja. V prostoru med ploskvama se nahajajo točkasti fermioni, ki med
seboj ne interagirajo, vsak od njih pa je omejen na energijske nivoje kvadratne po-
tencialne jame. Število fermionov je določeno z izpolnitvijo zahteve po električni
nevtralnosti sistema. Pričakujemo, da bodo v nizkotemperaturni limiti simetrijske
omejitve valovnih funkcij, ki jih narekuje Fermi-Diracova statistika, nadomestile
učinke entropije delčnih porazdelitev pri končnih temperaturah. Z izpeljavo ustre-
zne velekanonične particijske funkcije načrtujemo izpeljati izraz za Helhmoltzevo
prosto energijo in jo po metodi variacijskega principa minimizirati; minimumi pro-
ste energije namreč ustezajo globalnim termodinamskim ravnovesjem.
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Hipoteze:
• simetrijske omejitve na antisimetrične valovne funkcije v nizkotemperaturni
limiti lahko privedejo do nastanka električne difuzne plasti;
• kvantni pojavi v difuzni plasti lahko privedejo do privlaka med enako nabi-
tima ploskvama;
• diferencialna kapacitivnost modelskega sistema v odvisnosti od ploskovne
gostote naboja na ploskvama se razlikuje od klasične.
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2 PREGLED OBJAV
2.1 ELEKTRIČNA DVOJNA PLAST
Pojav električne dvojne plasti je bil predmet temeljitih raziskav vse od njenih prvih
matematičnih opisov, ki jih je opravil Helmholtz v poznem devetnajstem stoletju.
Ta je EDP obravnaval kot kondenzator, kjer je plast na nasprotno nabito površino
adsorbiranih ionov (kationov v primeru negativno nabite ploskve) nevtralizirala
in zasenčila električno polje. Pozneje sta Gouy in Chapman v obravnavo vpeljala
tudi prispevek termičnega gibanja ionov (Gouy, 1910; Chapman, 1913). Zamislila
sta si preprost sistem dveh vrst točkastih enovalenčnih delcev, ki so suspendirani v
raztopini s konstantno dielektričnostjo v bližini enakomerno nabite ploskve. Delci
z nabojem, ki je nasproten nabiti ploskvi (kationi), so nanjo adsorirani in privlačijo
anione, ki senčijo električno polje in segajo dlje v raztopino ter tvorijo difuzno plast
(Slika 1). Tovrstno distribucijo nabitih delcev in posledično prostorsko odvisnost
električega polja lahko v prvem približku izrazimo s Poisson-Boltzmannovo enačbo
(Gouy, 1910; Chapman, 1913; Stern, 1924; McLaughlin, 1989; Safran, 1994; Kralj-
Iglič in sod., 1996; Bazant in sod., 2009; Lamperski in Outhwaite, 2002; Manciu in
Ruckenstein, 2002; Bivas in Ermakov, 2007; Gongadze in sod., 2013). Prve izbolj-
Slika 1: Shematični prikaz električne dvojne plasti v Gouy-Chapmanovem modelu.
šave Gouy-Chapmanove teorije povprečnega polja so prišle v dvajsetem stoletju
z delom Sterna (Stern, 1924). Največja težava Gouy-Chapmanovega modela je
bila v obravnavi vseh delcev kot točkastih, kar je vodilo do fizikalno nesmiselnih
in previsokih koncentracij ionov tik ob nabiti ploskvi. Sternova plast je akumu-
lacijo omejila z upoštevanjem Sternovega sloja, sestoječega iz hidracijskih lupin
okoli nabitih delcev, ki je ionom predpisal minimalno razdaljo, do katere so se
ploskvi lahko približali. Izboljšave Gouy-Chapmanove teorije so prišle tudi z upo-
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števanjem medionskih interakcij in drugih steričnih omejitev. Upoštevanje končne
velikosti delcev je vodilo v mnoge izoljšave Poisson-Boltzmannove enačbe (Biker-
man, 1942; Freise, 1952; Eigen in Wicke, 1954; Kralj-Iglič in Iglič, 1996; Borukhov
in sod., 1997; Lue in sod., 1999; Trizac in Raimbault, 1999; Barbero in sod., 2000;
Lamperski in Outhwaite, 2002; Manciu in Ruckenstein, 2002; Borukhov, 2004; Bi-
esheuvel in Soestbergen, 2007; Bhuiyan in Outhwaite, 2009;).
Numerične simulacije Monte Carlo lahko poleg neposrednega upoštevanja med-
sebojnih interakcij med posameznimi ioni in nabitimi ploskvami v ozir vzamejo
tudi sterične efekte (Bratko in Vlachy, 1982; Mills in sod., 1985; Bhuiyan in sod.,
1992; Das in sod., 1995, 1997; Moreira in Netz, 2002; Tresset, 2008; Hatlo in Lue,
2009; Ibarra-Armenta in sod., 2009). Numerične izračune Monte Carlo simulacij
lahko primerjamo z obstoječimi analitičnimi približki, kjer so nekatere primerjave
z analitskimi postopki precej uspešne (Urbanija in sod., 2008; Bhuiyan in sod.,
1992; Bratko, 1990; Gonzalez-Tovar in sod., 1985).
Gouy-Chapmanova teorija povprečnega polja se je v kombinaciji s Poisson-Boltzma-
nnovo enačbo uveljavila kot najprimernejša aproksimacija analitičnega opisovanja
električne dvojne plasti v šibkih ionskih raztopinah. V primeru enovalenčne solne
raztopine se napovedi Poisson-Boltzmannove enačbe načeloma dobro ujemajo z
izidi eksperimentov in numeričnimi simulacijami. V raztopinah večvalentnih ionov
lahko interakcije med delci in električno nabitimi ploskvami vodijo do pojavov, ki
kvalitativno odstopajo od napovedi Poisson-Boltzmannove teorije in jih v njihovi
domeni ne zmorejo predvideti. Na tem mestu omenimo presenetljiv primer pri-
vlaka med dvema razsežnima ploskvama, ki nosita enako predznačeno vrednost
ploskovne gostote električnega naboja (Oosawa, 1970). Monte Carlo simulacije
so obstoj takega pozitivnega privlaka potrdile za primer raztopine kvadropolnih
divalentnih ionov v limiti visoke vrednosti ploskovne gostote naboja (Urbanija in
sod., 2008; Gouldbrand in sod., 1984). Omenjeni privlak je vzbudil veliko zanima-
nja, saj se pojavlja v vrsti biološko relevantnih procesov, na primer v kondenzaciji
DNK (Bloomfield, 1996), mrežnih formacijah v aktinskih raztopinah (Angelini in
sod., 2003), agregaciji virusov (Butler in sod., 2003) in v interakcijah nabitih fos-
folipidnih membran med adhezijo in fuzijo (Urbanija in sod., 2007). Teoretske
napovedi tak privlak pripisujejo prisotnosti neposrednih korelacij med posame-
znimi ioni (Grosberg in sod., 2002; Netz, 2001).
Poisson-Boltzmannovo obravnavo lahko namesto kontinuumskega opisa modeli-
ramo z mrežno statistiko, kjer je fazni prostor razdeljen v prekate, ki jih lahko za-
sedajo molekule topila (vode) ali pa nabitih ionov. Entropijski prispevek k prosti
energiji je v tem pristopu diskretiziran, dodatno pa lahko upoštevamo še polar-
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nost vodnih molekul (Gongadze in Iglič, 2015; Gongadze in sod., 2011). Molekulo
vode si zamislimo kot togo kroglico dielektrične permitivnosti, ki se razlikuje od
okolice, v središče pa postavimo točkast dipolni moment (Drab in sod., 2017). V
prisotnosti nabite ploskve se molekule vode povprečno orientirajo v isto smer, kar
posledično vpliva na prostorsko odvisnost dielektrične konstante raztopine, ki se
tik ob nabiti ploskvi znatno zmanjša (Gongadze in Iglič, 2012).
Kvantni efekti v obravnavi električne dvojne plasti so v literaturi slabo zasto-
pani. Na tem mestu omenimo obravnavo kvantnih pojavov v valovnih funkcijah
nabite kovinske površine (Lang in Kohn, 1970). Zaradi aplikativnih potencialov se
zanimanje za obravnavo električne dvojne plasti večinoma ukvarja z eksperimen-
talnimi, kemično-mehanskimi aspekti, na temo katerih je vsako leto objavljenih
več člankov in publikacij (Miodek in sod., 2013; Kowalczyk in sod., 2015; Imani in
sod., 2015; Kulkarni in sod., 2015). S pospešenim manjšanjem tehnologij izdelave
superkondenzatorjev in drugih nabitih nanostruktur (nanocevk in nanodelcev) na
majhnih velikostnih skalah pa je potrebno revidirati obstoječe modele električne
dvojne plasti in vanje vpeljati teoretske kvantnomehanske pojave.
2.2 METODE STATISTIČNE MEHANIKE
V tem poglavju bomo preleteli glavna orodja, ki nam bodo služila v izpeljavi elek-
trične dvojne plasti v Fermi-Diracovi statistiki. Metoda minimizacije funkcionala
Helmholtzeve proste energije se opira na particijsko funkcijo velekanoničnega an-
sambla sistema. Poglavje začnemo s klasično termodinamiko, ki ji sledita izpeljavi
kanoničnega in velekanoničnega ansambla. Na koncu poglavja omenimo statistiko
kvantnomehanskih delcev, ki je podlaga za modelski sistem fermionov, ki bo pred-
met obravnave pričujoče disertacije.
Pri fizikalnem opisovanju sistemov z veliko gradniki je uporaba Newtonove me-
hanike praktično nemogoča, saj bi morali za vsak delec sistema rešiti enačbo gi-
banja in upoštevati njegovo interakcijo z vsemi ostalimi delci v sistemu. Po drugi
strani pa vemo, da lahko sistem z veliko gradniki v vsakodnevnem življenju hitro
opišemo samo z nekaj opazljivkami; tako na primer lahko hitro ločimo alkohol od
vode, čeprav so nam podrobnosti vsakega gradnika povsem neznane. Če opisu-
jemo sistem z veliko gradniki samo z nekaj relevantnimi spremenljivkami, potem
sistem opisujemo v domeni klasične termodinamike. V ta namen je potrebno naj-
prej definirati termodinamski sistem, njegovo okolico in elemente, ki ga sestavljajo.
Naloga klasične termodinamike je v opisu fizikalnih dejstev in procesov, s katerimi
lahko napovemo nadaljnji razvoj sistema. Lastnosti sistema opišemo s termodi-
namskimi spremenljivkami in funkcijami stanja, njihovo medsebojno interakcijo
pa narekujejo termodinamski zakoni. Termodinamske spremenljivke so na primer
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prostornina, tlak in temperatura, funkcije stanja pa so na primer entropija, en-
talpija in prosta energija. Vsebina zakonov klasične termodinamike se nanaša na
transformacijo energije in ravnovesnih stanj sistema, kjer pa umanjka globlji vpo-
gled v stanja gradnikov sistema. Če želimo doseči ta globlji vpogled, si moramo
pomagati s študijem delcev na mikroskopski ravni.
Na začetku definirajmo nekaj funkcij, ki so uporabne v opisu klasične termodi-
namike. Termodinamski sistem je entiteta, ki je ločena od svoje okolice. Vse, kar
ne vključuje sistema, je smatrano kot njegova okolica. Stanje termodinamskega
sistema je definirano z množico vseh makroskopskih lastnosti sistema. Ravnove-
sno stanje sistema je stanje, v katerem se makroskopske lastnosti sistema s časom
ne spreminjajo. Sistem je od okolice ločen z mejo, ki lahko sistem od okolice po-
polnoma izolira ali pa z okolico izmenjuje energijo in delce. Če oboje drži, torej
da sistem lahko z okolico poleg energije izmenjuje tudi delce, pravimo, da je tak
sistem odprt, v nasprotnem primeru pa zaprt. V opisu sistema v domeni klasične
termodinamike nas zanima energija sistema, ki je zvezana z lastnostmi materije.
Tej energiji rečemo notranja energija in jo označimo z Wn. V opisu klasične fizike
notranja energija izhaja iz kinetičnih in potencialnih prispevkov členov sistema,
v kvantnem opisu pa iz lastne energije, ki izhaja iz lastnih stanj delcev (Hill, 1986).
Energija skozi meje sistema prehaja v obliki dela A in toplote Q. Toplota je
povezana z notranjo energijo sistema, ki se od okolice razlikuje zaradi tempera-
turne razlike med njima. Delo se z notranjo energijo sistema povezuje s pomočjo
drugih termodinamskih spremenljivk. Sprememba notranje energije sistema zaradi
prenosa energije skozi mejo sistema se izraža s prvim zakonom termodinamike:
dWn = dA+ dQ, (1)
kjer je dA majhna količina dela, ki ga je sistem prejel (dA>0) ali oddal (dA<0),
in je dQ majhna količina toplote, ki jo je sistem prejel (dQ>0) ali oddal (dQ<0).
Pri tem majhno spremembo v notranji enegiji označimo z dWn. Prvi zakon termo-
dinamike je tudi ohranitveni zakon za energijo; celotna energija sistema in njegove
okolice se s časom ohranja. Če izoliran sistem ne prejme ne dela in ne toplote, se
mu notranja energija ne spremeni. Mehansko delo zapišemo kot
dA = F · dr, (2)
kjer je F sila, ki deluje na razdalji dr. Delo, čigar posledica je sprememba v
prostornini sistema, pa zapišemo kot
dA = −pdV, (3)
kjer je dV sprememba prostornine pri tlaku p. Minus v zgornji enačbi se nanaša na
dogovor, da smatramo delo, ki ga sistem opravi, negativno, če se mu prostornina
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poveča (dA < 0, če dV > 0).
Dva med seboj staknjena sistema, med katerima lahko prosto prehaja energija,
sta v termodinamskem ravnovesju takrat, ko je pretok energije med njima enak 0.
Rečemo, da imata taka sistema enako temperaturo. Ugotovili smo že, da lahko
notranjo energijo smatramo kot vsoto vse potencialne in kinetične energije posame-
znih gradnikov sistema. Pri prehodu dela ali energije v sistem ta postane notranja
energija. Prvi zakon termodinamike med njima ne zmore ločevati. Vseeno pa se
delo razlikuje od toplote, saj vemo, da lahko pretvorimo vse delo v toploto, ne pa
tudi vse toplote v delo brez spremembe okolice sistema. Med vsemi procesi, ki
jih prvi zakon termodinamike dovoljuje, potečejo samo nekateri izmed njih. Če
staknemo dve telesi, ki imata različni temperaturi, bo toplota prenešena s telesa z
višjo temperaturo na telo z nižjo temperaturo. Če v kozarec vode kapnemo kapljo
črnila, se ta zaradi difuzije enakomerno razporedi po kozarcu. Ponovno ločitev
lahko dosežemo samo z zunanjim posegom v sistem. Podobno se oscilacije nihala
vse bolj manjšajo s tem, ko se mehanska energija nihanja spreminja v toplotno
energijo trenja in upora. Opisana procesa sta spontana in tečeta v določeno smer.
Verjetnost za potek v nasprotni smeri je zelo majhna. Procesom, kjer se sistem in
okolica ne zmoreta več povrniti v začetno stanje, rečemo ireverzibilni procesi. Vsi
realni procesi so ireverzibilni. Reverzibilen proces je idealizacija; tak proces lahko
poteče v obratno smer samo prek prehodov čez ista ravnovesna stanja. Sistem in
okolica se lahko povrneta v izhodiščno stanje. Procese, ki potekajo tako počasi, da
bi jih z infinitezimalno spremembo lahko povrnili v začetno stanje, lahko obrav-
navamo kot reverzibilne. Pri tem moramo z infinitezimalno spremembo preiti vso
vrsto vmesnih ravnovesnih stanj sistema.





Entropija ni spremenljivka kot na primer energija ali tlak, pač pa je funkcija stanja,
kar pomeni, da se nanaša na distribucijo stanj sistema in jo zato lahko smatramo
kot mero za informacijo o sistemu. Drugi zakon termodinamike pravi, da se entro-
pija sistema vedno povečuje. Enačaj v enačbi (4) velja samo v primeru reverzibilnih
procesov. Izvor entropije pride iz degeneracije energijskih stanj sistema (E)
S = k ln Ω(E). (5)
Tu je k Boltzmannova konstanta. Če sistem obstaja v edinem možnem stanju z
najnižjo energijo pri temperaturi T = 0, je entropija enaka S = 0.
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Pri iskanju ravnovesnih stanj termodinamskih sistemov je koristno poznati funk-
cijo, ki v ravnovesnem stanju doseže ekstremno vrednost. Funkcijam, ki v rav-
novesnem stanju dosežejo ektremno vrednost, rečemo termodinamski potenciali.
Entropija S je termodinamski potencial toplotno izoliranega sistema, saj v ravno-
vesnem stanju doseže maksimalno vrednost. Pogoj za toplotno izolacijo dQ = 0
nam iz enačbe (4) da
S ≥ 0, (6)
kar pomeni, da se entropija monotono povečuje in v termičnem ravnovesju do-
seže svojo maksimalno vrednost. Če opisujemo sistem, ki ni toplotno izoliran, a
se nahaja pri konstantni temperaturi in konstantni prostornini, je uporaben ter-
modinamski potencial Helmholtzeva prosta energija F , ki je definirana kot (Hill,
1986):
F = Wn − TS. (7)
Infinitezimalana sprememba proste energije je enaka
dF = dWn − TdS − SdT. (8)
Če upoštevamo enačbe (1), (4) in (8), dobimo
dF ≤ dA− SdT, (9)
kjer enačaj velja za reverzibilno spremembo. Zamislimo si primer, ko je delo ome-
jeno samo na račun spremembe prostornine, torej dA = −pdV . Iz prvega zakona
termodinamimke (enačba (1)) in enačbe za entropijo (enačba (4)) sledi,
dWn ≤ −pdV + TdS, (10)
če to primerjamo z enačbo (7), dobimo pri konstantni temperaturi in prostornini
(dT = 0, dV = 0)
dF ≤ 0. (11)
Pri konstantni temperaturi in prostornini se Helmholtzeva prosta energija zmanj-
šuje, dokler v ravnovesju ne doseže minimuma. Razlika med vrednostjo proste
energije med začetnim in končnim ravnovesnim stanjem sistema pri konstantni
temperaturi in konstantni prostornini označuje največjo količino dela, ki ga sistem
lahko opravi poleg −pdV .
V nadaljevanju si poglejmo, kako se klasična termodinamika povezuje s postopki
statistične mehanike. Naloga statistične mehanike je povezati makroskopske la-
stnosti sistema z njegovimi mikroskopskimi lastnostmi na ravni molekul. Če želimo
obravnavati konkretne »mehanske« termodinamske spremenljivke in jih kasneje
povezati z »nemehanskimi« termodinamskimi moramo postaviti nekaj postulatov.
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Za mehanske spremenljivke imamo količine, kot so na primer tlak, energija, pro-
stornina, število molekul itd. Gre za količine, ki jih je možno definirati na podlagi
mehanskega opisa (klasičnega ali kvantnega) brez upoštevanja, na primer, koncepta
temperature. Drugi primeri »nemehanskih« spremenljivk so še količine kot entro-
pija, prosta energija (Helmholtzeva ali Gibbsova), entalpija, kemijski potencial itd.
Za primer si zamislimo poskus, pri katerem želimo izračunati tlak nekega termo-
dinamskega sistema, na primer tlaka plina na stene posode. Če želimo to storiti
z upoštevanjem molekul, ki tlak povzročajo, bi morali izračunati silo na enoto
površine vsake posamezne molekule z upoštevanjem spreminjanja položaja in hi-
trosti molekul s časom. Sila molekul na stene posode bi bila funkcija časa, torej
bi potrebovali dovolj dolgo časovno povprečje, da bi odpravili nihanja v vrednosti
tlaka. Potrebovali bi časovno povprečje sile, ki je od časa neodvisno. Ker je v
posodi število molekul ogromno (reda 1020), tak izračun seveda ne pride v poštev.
Primorani smo izbrati drugačno pot.
Uporabimo Gibbsovo metodo statističnih ansamblov (Hill, 1986), temelječo na
postulatih, ki povezujejo časovno povprečje mehanskih spremenljivk z ansambel-
skim povprečjem teh spremenljivk. Veljavnost teh postulatov temelji na njihovem
ujemanju z eksperimenti in do danes ne poznamo eksperimetalnih dokazov, ki bi
postulate statistične termodinamike ovrgli.
Preden postavimo postulate, moramo najprej definirati pojem ansambla sistemov.
Termodinamski ansambel je veliko število N namišljenih sistemov, ki so replika
makroskopskega termodinamskega sistema, ki ga želimo obravnavati. Zamislimo
si na primer sistem s prostornino V , ki vsebuje N enoatomnih molekul v termič-
nem ravnovesju z velikim toplotnim rezervoarjem pri temperaturi T . Navedene
spremenljivke povsem zadostujejo za opis stanja tega termodinamskega sistema.
V tem primeru bi ansambel bila množica N sistemov, kjer bi vsaka od njih bila
kopija sistema, njegovega okolja in njegovega termodinamskega stanja (N, V, T ).
Čeprav so vsi ti N sistemi v termodinamskem smislu identični, pa niso identični na
molekulski ravni. Še več, v splošnem lahko eno termodinamsko stanje ustreza ve-
liko večim kvantnim (ali klasičnim) stanjem. To je pričakovano, saj so trije podani
makroskopski parametri N, V, T povsem nezadostni za opis podrobne molekularne
(mikroskopske) slike sistema, ki sestoji iz reda 1020 molekul.
Ob vsakem času se v množici repliciranih ansamblov danega termodinamskega
stanja vsak od ansamblov nahaja v različnih kvantnih stanjih ali kvantnih ener-
gijskih nivojih. V zgoraj omenjenem primeru z izračunom tlaka plina na stene
posode bi se tako trenuten izračun tlaka razlikoval od ansambla do ansambla. An-
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sambelsko povprečje tlaka bi tako bilo povprečje vseh trenutnih vrednosti tlaka,
kjer bi bil prispevek vsakega sistema enako utežen. Podobno bi lahko tako povpre-
čje izračunali za druge mehanske spremenljivke sistema, ki se s časom spreminjajo.
Zdaj pa zapišimo naš prvi postulat (Hill, 1986):
• Dolgo časovno povprečje mehanske spremenljivke M v obravnavanem ter-
modinamskem sistemu je enako ansambelskemu povprečju spemenljivke M
v limiti, ko gre N →∞, če vsi N sistemi popolnoma replicirajo obravnava-
nega.
Z drugimi besedami, prvi postulat nam pove, da lahko časovno povprečje enega
sistema nadomestimo s trenutnim povprečjem dovolj velikega števila sistemov,
ki so kopija obravnavanega. Dodamo tudi, da mora biti ansambelsko povprečje
spremenljivke M v limiti N →∞ od časa neodvisno. V nasprotnem primeru ori-
ginalen sistem, ki ga predstavlja ansambel, ni v ravnovesju. Nadaljujmo z drugim
postulatom (Hill, 1986):
• V reprezentativnem ansamblu (N → ∞) obravnavanega termodinamskega
sistema so vsi posamezni sistemi ansambla porazdeljeni enakomerno, torej
z enakimi verjetnostmi ali frekvencami možnih kvantnih stanj v skladu s
spremenljivkami N, V in E.
Tukaj E označuje energijo kvantnih stanj. Sistemu, definiranemu z N , V in E,
pravimo mikrokanonični ansambel. Drugi postulat predpostavi, da je vsako kvan-
tno (mikroskopsko) stanje v celotnem ansamblu zastopano enakovredno, ali dru-
gače rečeno: če v ansamblu naključno izberemo en podsistem, je verjetnost, da ga
najdemo v določenem kvantnem stanju, enaka za vsa obstoječa kvantna stanja.
Sklopljena s prvim postulatom nam ta ugotovitev zagotovi, da se vsak podsistem
ansambla nahaja v vsakem kvantnem stanju enako količino časa. Tej trditvi pra-
vimo »ergodična hipoteza«.
Vrednost energije E lahko zavzema eno od kvantnih vrednosti energijskih stanj, ki
jih narekujeta drugi dve spremenljivki N in V . Ker je število delcev zelo veliko,
bodo energijski nivoji kontinuumsko razporejeni z visoko stopnjo degeneracije. V
splošnem bomo degeneracijo stanj, torej število različnih stanj z isto vrednostjo
enerigje E, označevali z Ω(N, V,E).
Obravnavan termodinamski sistem sestoji iz določene prostornine V , določenega
števila molekul N (v sistemu z večimi je N vsota N1, N2, ...) v stiku z zelo veli-
kim toplotnim rezervoarjem pri stalni temperaturi T . Predpostavka zelo velikega
rezervoarja izhaja iz zahteve po limiti N →∞. Zamislimo si ansambel, ki sestoji
iz velikega števila (N ) identičnih podsistemov (Slika 2) v stiku z velikim toplo-
tnim rezervoarjem pri konstantni temperaturi T . Meje med posameznimi sistemi
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Slika 2: Shematični prikaz kanoničnega ansambla N sistemov pri konstantni tem-
peraturi T in določeni prostornini V ter številu delcev N .
so prevodne za toploto, ne pa za delce. Ko nastopi termično ravnovesje, ansambel
obdamo s toplotno izolacijo in ga umaknemo od toplotnega rezervoarja. Dobimo
izoliran sistem s prostornino NV , celotnim številom delcev NN in skupno energijo
Et. Ker je tak »supersistem« izoliran sistem s konstantno energijo, ga lahko obrav-
navamo kot mikrokanoničen ansambel in zanj uporabimo drugi postulat, ki nam
zagotavlja, da je vsako kvantno stanje tega supersistema enako verjetno in mora
biti pri računanju povprečja določene spremenljivke enako obteženo. Vrnimo se k
enemu od sistemov v kanoničnem ansamblu s prostornino V in številom delcev N .
Vsa možna energijskega stanja sistema želimo razvrstiti po velikosti od najmanjše
do največje energije. Označimo jih z E1, E2, ..., Ej, ..., z Ω pa degeneracijo, torej
ponovitev stanj z isto energijo E. Z nj označimo število sistemov, ki imajo v dolo-
čenem tenutku energijo Ej. Seznamu števila sistemov, ki so v energijskem stanju
n = n1, n2, ..., nj, rečemo distribucija po kvantnih stanjih n. Za vsako distribucijo
veljata omejitvi ∑
j
nj = N , (12)
∑
j
njEj = Et. (13)
Zanima nas, na koliko načinov lahko v supersistemu razporedimo n distribucij z isto
energijo z upoštevanjem omejitev (enačba (12) in enačba (13)), torej degeneracijo





Tukaj je N število sistemov v supersistemu in nj število delcev z energijo Ej. Ob-
staja veliko različnih distribucij, ki ustrezajo zahtevama o ohranitvi delcev (enačba
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(12)) in celotne energije (enačba (13)), vendar pa sklepamo, da v supersistemu
prevlada tista, ki je najbolj verjetna in za katero je degeneracija Ωt(n) največja.
Sklenemo torej, da je najbolj verjetna distribucija tista, za katero je Ωt(n) naj-
večja. Pri največji Ωt(n) je največji tudi njen naravni logaritem ln Ωt(n), saj je
monotono naraščajoča funkcija svojega argumenta. Če logaritmiramo enačbo (14),
dobimo




Ker sta številiN in nj zelo veliki, zanju lahko uporabimo Stirlingovo aproksimacijo,
ki velja za y  1:
y! ≈ y ln y − y. (16)















ki je funkcional L. Največjo vrednost ln Ωt(n) moramo poiskati ob upoštevanju
vezi (enačba (12) in enačba (13)). To storimo z metodo nedoločenih multiplika-
torjev. Množice distribucij ni, ki ustreza največji vrednosti ln Ωt(n), poiščemo z












= 0, i = 1, 2, ..., (18)






− lnn∗i − α− βEi, i = 1, 2, ..., (19)
kjer je n∗i najbolj verjetna distribucija. Po preurejanju sledi
n∗i = N e−α−βEi , i = 1, 2, ... (20)
Če to odvisnost vstavimo v pogoja o ohranitvi delcev (enačba (12)) in celotne
energije (enačba (13)), dobimo α in β kot funkciji N in Et = NE, kjer je E
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kjer je k = 1, 38 · 1023 J/K Boltzmannova konstanta. Njena vrednost je določena z
ujemanjem izidov eksperimentov in postopkov statistične termodinamike. Verje-











Ker so verjetnosti vedno podane kot pozitivna števila med 0 in 1 ter je absolutna
temperatura T prav tako pozitivna, vidimo, da verjetnost stanja z večjo energijo
v kanoničnem ansamblu eksponentno pada. Povprečna vrednost izbrane spremen-





kjer je Xi vrednost spremenljivke stanja, ki ustreza stanju z energijo Ei. Z upo-







V zgornji enačbi vrednosti Boltzmannovih faktorjev
e−βEi (28)
določajo povprečno vrednost izbrane termodinamske spremenljivke (X). V jeziku
statistične mehanike termodinamsko ravnovesje pomeni stanje najbolj verjetne dis-
tribucije sistemov po svojih lastnih energijah. Najbolj verjetna distribucija je tista
z najvišjo stopnjo neurejenosti oziroma nereda. Če stanje ni najbolj neurejeno,
tudi ni najbolj verjetno. Stanju z veliko mero urejenosti pravimo neravnovesno
stanje. Velja, da se vsak sistem z visoko mero urejenosti sčasoma spontano bliža
stanju najmanjše urejenosti.
Želimo poiskati korespondenco med statistično mehaniko in makroskopskimi ter-
modinamskimi spremenljivkami. Prvi postulat zagotavlja, da sta spremenljivki
tlaka p in notrajne energije Wn kar ansambelski povprečji teh istih količin
p↔ p, Wn ↔ E. (29)






i=1 Ei(N, V )e−βEi(N,V )∑r
i=1 e
−βEi(N,V ) , (30)
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Če se spomnimo prvega zakona termodinamike (enačba (1)), ki določa notranjo
energijo izoliranega sistema kot vsoto med prejeto (oddano) toploto in prejetim
(opravljenim) delom,
dWn = dQ+ dA, (32)
vidimo, da prvi člen v enačbi (31) ustreza delu, drugi pa toploti. Med njima
obstaja konceptualna razlika; medtem ko je delo povezano s spremembo lastnih
stanj energije sistema, je toplota povezana s spremembo distribucij sistemov lastnih
stanj ansambla. V prvem členu enačbe (31) smo predpostavili, da je N konstanta








Če izrazimo Ei iz enačbe (25), dobimo











































in dejstva, da je vsota vseh verjetnostnih stanj enaka 1,
r∑
i=1
Pi = 1, (38)
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 = 0. (39)



























Če upoštevamo enačbo za povprečno vrednost termodinamske spremenljivke (enačba





kar se v kombinaciji z enačbo (42) poenostavi v











in prvi zakon termodinamike (enačba (10))
dWn = −pdV + TdS, (46)
ter ta izraz primerjamo z enačbo (44), vidimo, da velja
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Definicija kanonične paticijske funkcije (enačba (36)) in izraz za statistične verje-























Če upoštevamo enačbo (30) in normalizacijski pogoj verjetnosti (enačba (38)), se
zgornja enačba preoblikuje v
−kT lnQ = E − TS. (52)
Z upoštevanjem izraza za korespondenco med povprečno energijo ansambla in no-
tranjo energijo Wn ↔ E ter s primerjavo enačbe (52) in enačbe (7) lahko izrazimo
prosto energijo sistema s kanonično particijsko funkcijo (Hill, 1986):
F = −kT lnQ. (53)
Zgornja enačba nam v kombinaciji z enačbo (48) poda pomembno zvezo med
termodinamskimi in statističnomehanskimi spremenljivkami. Iz izraza za prosto














+ k lnQ. (55)
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V tem razdelku si poglejmo, kako obravnavamo termodinamski sistem s prostor-
nino V v stiku z velikim rezervoarjem pri konstantni temperaturi T , kjer lahko
skozi meje sistema ne prehaja zgolj toplota, ampak tudi delci. Sistem je tako ka-
rakteriziran s spremenljivkami V , T in µ1, µ2, µ3, ..., kjer µi označuje kemijski po-
tencial vrste delcev i. Kemijski potencial za vrsto delcev je enak spremembi proste
energije termodinamskega sistema glede na število delcev v sistemu. Natančneje,
kemijski potencial je parcialni odvod proste energije po ustreznem številu delcev
pri konstantnem številu delcev drugačne vrste. Povprečno število posameznih del-
cev v sistemu N1, N2, ... ni konstantno kot v primeru kanoničnega ansambla,
kjer se število delcev ohranja, pač pa povprečne vrednosti nihajo okoli povprečnih
vrednosti N1, N2, ...
Uporabimo podobno sklepanje kot pri izpeljavi kanoničnega ansambla: (a) prvi
postulat nam dovoljuje uporabo trenutnega ansambelskega povprečja velikega šte-
vila repliciranih sistemov namesto časovnega povprečja preučevanega sistema; in
(b) pomen nedoločenih multiplikatorjev se določi s primerjavo s termodinamskimi
spremenljivkami.
Zamislimo si množico N kopij sistema z dano vrednostjo prostornine V , tem-
peraturo T in kemijskim potencialom µ. Da v vsaki kopiji obravnavanega sistema
dosežemo želene vrednosti T in µ, si zamislimo, da vse N sisteme prestavimo v ve-
lik toplotni rezervoar pri temperaturi T in pri kemijskem potencialu µ, počakamo,
da se ustali termodinamsko ravnovesje in ga nato obdamo z izolacijo, ki ne dovo-
ljuje prehajanja toplote ali delcev. Ta ansambel tako postane izoliran supersistem,
na katerega lahko apliciramo drugi postulat. Skupna prostornina supersistema je
NV , njegova celotna energija Et, število vseh delcev pa Nt. Sklepanje je pov-
sem analogno kot v prejšnjem razdelku: vsaki vrednosti N bo pripadala množica
energijskih stanj Ej(N, V ). Kvantnomehansko stanje supersistema bo znano, ko
bomo poznali vrednost N in pripadajoče energije Ej(N, V ) vsakega sistema v su-
persistemu. Z nj(N) označimo število sistemov z N delci, ki zasedajo energijsko
stanje Ej(N, V ). Število N lahko teče od nič do neskončnosti, če naši računi ne
predvidevajo nikakršnih dodatnih omejitev. Za dano distribucijo n obstaja število








Za vse distribucije morajo veljati podobne vezi kot v izpeljavi h kanoničnemu
ansamblu ∑
j,N
nj(N) = N , (57)
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∑
j,N
nj(N)Ej(N, V ) = Et, (58)
∑
j,N
nj(N)N = Nt. (59)
Če označimo z α, β in γ ustrezne nedoločene multiplikatorje, dobimo za najbolj
verjetno distribucijo rezultat
n∗j(N) = N e−αe−βEj(N,V )e−γN . (60)
Spet lahko vstavimo zgornjo enačbo v enačbi vezi (enačba (12) in enačba (13)) in













kjer je Pj(N) verjetnost, da bo naključno izbran sistem velekanoničnega ansambla
vseboval N delcev in bo v energijskem stanju Ej(N, V ). Opazimo, da je odvisnost
Pj(N) od Ej(N, V ) in N eksponentna. Iz prvega postulata poznamo relacije z
mehanskimi spremenljivkami
E ↔ E(= Et/N ) =
∑
j,N
Pj(N)Ej(N, V ), (63)


















Ej(N, V )dPj(N) +
∑
j,N
Pj(N)dEj(N, V ). (66)
Ker seštevamo po vseh indeksih j in N , je Ej(N, V ) funkcija prostornine V samo v
drugem členu na desni strani enačbe (66). Prvi člen nadomestimo z upoštevanjem
enačbe (62) in dobimo
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 = dE + pdV + γ
β
dN. (70)
Zgornjo enačbo primerjamo s termodinamsko enačbo
TdS = dWn + pdV − µdN (71)
















Glede na enačbo (62) vidimo, da ena vrednost β ustreza vsem vrednostim N . Še
več, konstanta β je ista kot v primeru kanoničnega ansambla, saj je velekanoničen
ansambel samo skupek kanoničnih. Lahko si predstavljamo, da v nekem trenutku
»zamrznemo« kompozicijo vsakega od sistemov v velekanoničnem ansamblu in v
trenutku med sisteme vstavimo meje, ki so prepustne za toploto, a izolirajo preha-
janje delcev. Tako velekanoničen ansambel postane množica kanoničnih ansamblov
v toplotnem stiku, kjer ima vsak od njih svojo vrednost N . Od tu v imenovanju
velekanoničnega ansambla tudi izvira predpona »vele-«.
Povzemimo ugotovitve za odprt sistem pri konstantni temperaturi T , prostornini
V in kemijskem potencialu µ. Verjetnost, da tak sistem vsebuje N delcev in je v
energijskem stanju Ej(N, V ), je enaka
Pj(N ;V, T, µ) =
e−Ej(N,V )/kT eNµ/kT
Ξ(V, T, µ) , (75)
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kjer definiramo Ξ kot »velekanonično particijsko funkcijo«:
Ξ(V, T, µ) =
∑
j,N
e−Ej(N,V )/kT eNµ/kT . (76)
Alternativno jo lahko zapišemo tudi kot












Q(N, V, T )λN , (77)
kjer je Q(N, V, T ) particijska funkcija in
λ = eµ/kT . (78)
Verjetnost, da sistem vsebuje N delcev, ne glede na njegovo energijsko stanje, je




Q(N, V, T )λN
Ξ(V, T, µ) , (79)
povprečna vrednost delcev N v sistemu pa
N(V, T, µ) =
∑
N NQ(N, V, T )λN
Ξ(V, T, µ) . (80)












kjer je zadnji člen zgornje enačbe termodinamskega izvora. Sledi torej
pV = kT ln Ξ(V, T, µ). (82)
Tu je pV karakteristična termodinamska funkcija spremenljivk V , T in µ:
d(pV ) = SdT +Ndµ+ pdV. (83)
Zadnji dve enačbi nam torej omogočata izračun naslednjih termodinamskih relacij,
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V plinu N identičnih in neodvisnih delcev smo postavljeni pred problem neodvi-
snih in med seboj nerazločljivih delcev. Zamislimo si primer kvantnomehanskega









kjer seštevamo po indeksih j, ki označujejo energijska stanja sistema. Tu je ener-
gijski nivo z degeneracijo v vsoti upoštevan večkrat. Celotna kanonična particijska













Če bi imeli v sistemu več neodvisnih delcev, bi bilo sklepanje podobno; fazna
vsota celotnega sistema je enostavno zmnožek faznih vsot posameznih delcev. Če
sta delca a in b enaka in med seboj nerazločljiva, je kvantnomehansko gledano
ureditev a1 + b2 povsem identična ureditvi a2 + b1. To pomeni, da obe možnosti
pripadata istemu kvantnemu stanju in jih je v fazni vsoti Q = ∑j e−Ej/kT potrebno
šteti samo enkrat in ne dvakrat. V splošnem se bo vsak izraz v fazni vsoti Q oblike
e(ai+bj+...)/kT , (89)
kjer so a, b, ... enaki in nerazločljivi delci, i, j, ... pa različna kvantna stanja, ponovil
N !-krat. To drži zato, ker se lahko N med seboj različnih stanj i, j, ... permutira
na N ! načinov med delci a, b, ... Vsi od teh N ! načinov se bodo pojavili v zmnožku
faznih vsot delcev qN (Hill, 1986).
V izpeljavi fazne vsote med seboj enakih in nerazločljivih kvantnih delcev mo-
ramo upoštevati dodatne omejitve, ki jih bomo spoznali nekoliko pozneje. Lahko
pa obravnavamo limitni primer, ko je število dostopnih kvantnih stanj zelo ve-
liko v primerjavi s številom delcev N . V tem primeru je v produktu fazne vsote
Q = qN število enakih energijskih stanj praktično zanemarljivo; zaradi velikega
števila prostih energijskih stanj se dva delca v istem stanju najdeta le redko. Z
upoštevanjem te predpostavke lahko v fazno vsoto N enakih, nerazločljivih delcev
vnesemo korekcijski faktor N !:
Q = q
N
N ! . (90)
Temu limitnemu primeru rečemo klasična ali Boltzmannova statistika.
Zanima nas makroskopski sistem enakih in nerazločljivih delcev v prostornini
V in pri temperaturi T , ki med seboj ne interagirajo. Možna energijska stanja
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1, 2, 3, ... vsakega delca so pogojena s prostornino V , ki jo zaseda, vsakemu la-
stnemu stanju energije pa pripada ustrezna valovna funkcija ψ1, ψ2, ψ3, ... Energij-
ski nivo s stopnjo degeneracije ω se tu znajde ravno ω-krat. V prejšnjem razdelku
smo se omejili na primer, ko je število energijskih stanj sistema, dostopnih enemu
delcu, veliko večje od števila delcev v sistemu N . V tem primeru je bila kanonična





V splošnem so delci podrejeni kvantnim omejitvam, ki jih bomo obravnavali v na-
daljevanju. Zaradi simetrijskih omejitev valovnih funkcij jih ne smemo smatrati
kot med seboj neodvisne – četudi interakcije med njimi zanemarimo. V tem pri-
meru fazna vsota Q ni več podana kot preprost zmnožek posameznih q (enačba
(88)).
Eksperimentalno je nemogoče zaznati zamenjavo dveh enakih delcev v sistemu.
Vzemimo za ψ valovno funkcijo, ki predstavlja kvantno stanje N enakih in ne-
razločljivih delcev. Če med seboj zamenjamo dva enaka delca, sklenemo, da se
funkcija ψ lahko spremeni na dva načina: ko zamenjamo koordinati obeh delcev,
lahko funkcija ψ predznak ohrani ali ga obrne. Rečemo, da je v prvem primeru
valovna funkcija delcev simetrična, v drugem pa antisimetrična. Dva glavna po-
stulata kvantne mehanike sta namreč:
• edina stanja, ki so dostopna realnim sistemom med seboj nerazločljivih del-
cev, so tista, ki jih lahko opišemo bodisi s simetrično bodisi z antisimetrično
valovno funkcijo;
• delcem s polcelim spinom (npr. elektroni, protoni, nevtroni) pripadajo an-
tisimetrične valovne funkcije, delcem s celoštevilskim spinom (npr. fotoni)
pa simetrične valovne funkcije. Delcem s polcelim spinom rečemo fermioni,
delcem s celoštevilskim spinom pa bozoni.
Ti dve omejitvi veljata vedno, ne glede na to, ali upoštevamo, da delci med seboj
interagirajo ali ne. V fazni vsoti moramo upoštevati samo tista energijska stanja,
ki ustrezajo simetrijskim zahtevam lastnih valovnih funkcij ψ; stanja, ki so zaradi
teh omejitev prepovedana, moramo iz vsote izločiti. Ko seštevamo samo po an-
tisimetrijskih stanjih, govorimo o Fermi-Diracovi statistiki. Nasprotno v primeru
seštevanja po simetrijskih stanjih govorimo o Bose-Einsteinovi statistiki. Fermioni
so v kvantnem opisu analogni z delci v klasični fiziki, bozoni pa valovom. Prav
tako kot lahko klasično v superpozicijo seštejemo veliko število valov, lahko tudi
več bozonov obstaja v istem kvatnem stanju. V Bose-Einsteinovi statistiki je tako
število delcev v posameznem kvantnem stanju navzgor neomejeno; število delcev
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lahko variira od 0, 2, 3, ..., N . Nasprotno velja za fermione, ki zaradi zahteve Pau-
lijevega izključitvenega načela (Hill, 1986) ne smejo zasedati istega energijskega
stanja. V Fermi-Diracovi statistiki je posledično zaradi omejitev na zamenjavo an-
tisimetrične valovne funkcije lahko vsako energijsko stanje zasedeno ali ne (0 ali 1).
Spin osnovnih delcev si lahko predstavljamo kot intrinzično vrednost vrtilne ko-
ličine, ki jo poseduje vsak fermion in bozon. Velikost spina je kvantizirana in je
nujno večkratnik števila ~/2, kjer je ~ reducirana Planckova konstanta. Za fermi-
one je velikost spina vedno lihi večkratnik ~, zato pravimo, da ima spin polcelo
vrednost. Prav tako velja, da ima vrednost spina lahko dve različni orientaciji
vzdolž poljubne osi. Tako bi fermionom s spinom »1/2« pripadali dve kvantni
števili spina ms = 1/2 in ms = −1/2 za vsako kvantno stanje n.
Z namenom izpeljave velekanonične porazdelitve za fermione si poglejmo preprost
primer, v katerem imajo delci na voljo samo tri (orbitalska) stanja in njim ustrezne
vrednosti lastne energije 1, 2 in 3. Vzamemo, da je modelski sistem v stiku z
velikim toplotnim rezervoarjem in z rezervoarjem, ki vsebuje veliko število delcev s
polcelim spinom, kar zagotavlja konstantne vrednosti temperature T in kemijskega
potenciala µ v modelskem sistemu. Za fermionske sisteme je kemijski potencial µ
poznan tudi pod izrazom Fermijev nivo.
Vsakemu prostorskemu lastnemu stanju valovne funkcije ustrezata dve spinski sta-
nji; v enem je vrednost spina +1/2, v drugem pa −1/2. V sistemu treh možnih
energijskih stanj imamo tako šest med seboj različnih stanj, ki jih lahko označimo
(n,ms), kjer je n = 1, 2, 3 in ms = −1/2,+1/2. Velekanonična particijska funkcija
takega sistema je enaka
Ξ = ξ1,−1/2ξ1,1/2ξ2,−1/2ξ2,1/2ξ3,−1/2ξ3,1/2, (92)
saj ima lahko poleg glavnega kvantnega stanja delec še dve različni vrednosti spina.
Vsaka particijska funkcija podsistema pri kvantnem številu in dvema vrednostima





= 1 + 2e−β(n−µ) + e−2β(n−µ). (93)
Ta zmnožek lahko interpretiramo kot štiri različna stanja danega n: prazno sta-
nje, dve enojno zasedeni stanji in eno dvojno zasedeno stanje. Verjetnost, da je
orbitalno stanje (n) zasedeno, je enaka
fn =
1
eβ(n−µ) + 1 . (94)
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To je tudi enako povprečnemu številu delcev v enodelčnem stanju kvantnega števila






eβ(1−µ) + 1 +
2
eβ(2−µ) + 1 +
2
eβ(3−µ) + 1 , (95)






eβ(1−µ) + 1 +
22
eβ(2−µ) + 1 +
23
eβ(3−µ) + 1 . (96)
Povsem analogna bi bila izpeljava v sistemu, ki vsebuje med seboj več neodvisnih
fermionov. Sedaj lahko postavimo modelski sistem, ki zavzema središče doktor-
skega dela.
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3 PREDMET RAZISKAVE IN METODE
3.1 TEORETSKI MODEL
Modelski sistem sestoji iz ene vrste točkastih, negativno nabitih fermionov (ele-
ktronov), ki se nahajajo med dvema razsežnima, v yz-smeri ležečima ravninama
v kartezičnem koordinatnem sistemu. Ploskvi ležita pri x = 0 in x = d. Vsaka
od ravnin je homogeno nabita z gostoto električega naboja σ ≥ 0. Posplošitev na
nasprotno predznačen naboj delcev in ravnin poteka na povsem analogen način.
Celoten sistem je električno nevtralen. Kvantni delci zasedajo enodelčna energet-
ska stanja, ki jih narekuje Fermi-Diracova statistika zaradi simetrijskih omejitev
valovnih funkcij in Paulijevega izključitvenega načela (enačba (94)). Predposta-
vimo tudi, da električno polje neposredno ne vpliva na lastna kvantna stanja delcev
in njihove lastne energije. Povprečna številska zasedenost delcev s¯n z energijo εn
je podana s Fermi-Diracovo statistiko (enačba (94)):
s¯n =
1
1 + exp ((εn − µ)/kT ) , (97)
kjer je µ Fermijeva energija, k Boltzmannova konstanta in T absolutna tempera-
tura. Privzamemo, da je vsak delec omejen v neskončni tridimenzionalni potenci-
alni jami, kjer so rešitve lastnih energij enake
εn =
n2h2
8ml2 , n = 1, 2, 3, ... (98)
Tukaj je h Planckova konstanta, m masa delca in l stranica potencialne jame, n
pa glavno kvantno število. Ker je v sistemu veliko delcev, sklepamo, da energijski
nivoji ležijo blizu skupaj, torej lahko vsoto spremenimo v integral (enačba (95)).
Povprečno število delcev z energijo εn je




1 + exp((εn − µ)/kT ) dn, , (99)
povprečna energija pa (enačba (96))




1 + exp((εn − µ)/kT ) dn. (100)
Faktor 2 moramo upoštevati zaradi degeneracije elektronov, ki lahko v enem ener-
getskem stanju zavzema dve možni vrednosti spina. Sistem delcev med ploskvama
razdelimo v tanke rezine širine δx, ki so vzporedne nabitim ravninam s površino
A, in privzamemo, da je električno polje v vsaki rezini konstantno. V limiti nizkih
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Slika 3: Verjetnostne gostote nabitih fermionov med dvema pozitivno nabitima
ploskvama (A). Med nabitima ploskvama, označenima z rdečo pri x = 0 in x = d,
se nahaja oblak negativno nabitih delcev, ki zaradi simetrijskih omejitev valovnih
funkcij ustvari difuzno električno dvojno plast (označeno z modrim odtenkom).
Rumena črta (B) prikazuje profil velikosti električnega polja med ploskvama, pa-
rameter ξ0,95 pa označuje efektivno debelino električne plasti, v kateri se nahaja
95 % vseh delcev v sistemu.
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temperatur (T → 0) so zasedena samo stanja z energijami do Fermijeve energije
µ. Ker nimamo prispevka entropije (enačba (52) in enačba (53)), velja,
δF = 0 ↔ δF = δE, (101)
torej lahko izračunamo prosto Helmholtzevo energijo zaradi simetrijskih omejitev
δFsym take rezine (Drab in Kralj-Iglič, 2016):






























Nabiti delci in ploskvi ustvarjajo povprečno električno polje, ki prav tako prispeva







kjer je E(x) velikost električnega polja in ε0 dielektrična konstanta vakuuma. V
namen preproste izpeljave smo predpostavili, da to električno polje neposredno
ne vpliva na rešitve Schrödingerjeve enačbe, torej lahko zapišemo celotno prosto
energijo kot vsoto obeh prispevkov
F = Fsym + Fel. (106)
V globalnem termodinamskem ravnovesju prosta energija zavzame minimum glede
na funkciji porazdelitve delcev n(x) in električenga polja E(x). Vezi sistema sta









n(x) dx = 2σ, (108)
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kjer je e0 osnovni naboj. V namen preglednejše obravnave uvedemo brezdimenzij-
ske količine, ki jih označimo s tildo:












Z uvedbo tako normaliziranih spremenljivk lahko opustimo zapis s tildo in privza-
memo, da so od tu naprej vse količine brezdimenzijske. Prosto energijo normalizi-






Brezdimenzijska Lagrangeva funkcija sistema je tako







kjer sta λ(x) in λ˜ lokalna in globalna Lagrangeva multiplikatorja; prvi zagota-
vlja veljavnost Gaussovega zakona, drugi pa konstantno količino delcev v sistemu.






































in navedenimi vezmi. Če upoštevamo, da velja E = −dφ/dx, se izkaže, da je lo-
kalni Lagrangev multiplikator λ kar električni potencial, Gaussov zakon pa privede
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s tem pa je tam električni potencial konstanten. Dovoljeno je, da vrednost poten-
ciala tam postavimo na nič:
φ(x = 1/2) = 0. (120)







Vidimo, da lahko enačbo (117) rešimo za dva primera, v realni in kompleksni
domeni. Reševanje je uspešno s strelsko metodo, vseeno pa lahko pridemo do























in uvedemo novo spremenljivko
u = 4φ− λ˜. (124)







Tu smo v namen iskanja analitičnih rešitev uporabili približek pri potenci inte-
granda in zamenjali potenco 5/2 z 2 s predpostavko, da je razlika med integra-
loma zanemarljiva, kar potrdita tudi grafa. Tukaj je u1/2 normaliziran električni
potencial pri x = 1/2. Če upoštevamo, da je u5/21/2 ≤ u5/2, se poenostavljen integral
(enačba (125)) lahko reši analitično. Konstanta
u1/2 =
1
2β sinh (β2 )
(126)
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je določena z upoštevanjem referenčne vrednosti potenciala. Končni razultat za
električni potencial med nabitima ploskvama je tako (Drab in Kralj-Iglič, 2016):
φ(x) = 1





Edina spremenljiva parametra sistema v konstanti β sta razmik med nabitima
ploskvama d in njuna površinska gostota naboja σ. Za težo in naboj vsakega delca
vzamemo vrednosti elektrona: me = 9, 10 · 10−31 kg, e0 = 1, 6 · 10−19 As. Številska
gostota delcev med ploskvama sledi iz Euler–Lagrangevih enačb in je neposredno
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4 REZULTATI Z RAZPRAVO
4.1 REALNA VEJA
Enačbo (122) smo rešili z numerično strelsko metodo s pomočjo programskega pa-
keta Wolfram Mathematica (Wolfram Research, Inc., Mathematica, Version 9.0,
Champaign, IL (2012)). Slika 4 A prikazuje električni potencial, ki je monotono pa-
dajoča funkcija oddaljenosti od nabite ploskve pri x = 0 do simetrale pri x = 1/2.
Vidimo, da se zaradi elektrostatskih sil elektroni nabirajo ob nabiti ploskvi (Slika
4 B). Zaradi omejitev zasedanja stanj iste energije se morajo prerazporediti v
višja energijska stanja ali pa dlje od nabitih ploskev, proti simetrali sistema. Pri
konstantni vrednosti razmika med ploskvama in spreminjanju površinske gostote
naboja σ ugotovimo, da se delci znatno kopičijo neposredno ob ploskvama in po-
sledično senčijo električno polje. Variacija električnega potenciala je posledično
manjša (Slika 4 B). Pri majhnih vrednostih σ se delci med ploskvama porazdelijo
precej enakomerno, kar privede do večje variacije v električnem potencialu zaradi
presežka negativnega naboja na simetrali med ploskvama. Razliko med numerič-
nimi in analitičnimi izračuni z upoštevanimi navedenimi približki vidimo na Sliki
4 A; ujemanje je najboljše na simetrali, kjer se relativna razlika vrednosti električ-
nega potenciala skoraj izniči, največja pa je v točkah x = 0 in x = 1, kjer vrednost
odstopa v velikostnem redu enega odstotka.














Tu je prvi člen prispevek simetrijskih omejitev valovnih funkcij elektronov in drugi
elektrostatski člen povprečnega električnega polja. Približek potence (5/3 → 2)
uporabimo zgolj za potrebe priročne analitične obravnave, ki bistveno ne odstopa
od rigorozne numerične rešitve. Če vstavimo enačbo (127) in enačbo (128) v









β + sinh β
sinh2 (β2 )︸ ︷︷ ︸
sym.
+ sinh β − β
2β sinh2 (β2 )︸ ︷︷ ︸
el.
. (130)
Za majhne vrednosti β lahko izraz razvijemo v Taylorjevo vrsto in dobimo odvi-
snost f/f0 = α. Na Sliki 4 C vidimo, da se elektrostatska energija poveča pri večji
razdalji med ploskvama in limitira proti nič pri majhnih razmikih d. Energijska
gostota Fsym v limiti d → 0 divergira. Ujemanje numeričnih rezultatov se zopet
zelo dobro ujema z analitičnimi približki.
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Slika 4: Odvisnost normaliziranega električnega potenciala φ/φ0 v odvisnosti od
razdalje x pri razmiku med ploskvama d = 1 nm in različnih vrednostih površinske
gostote naboja (A). Polna črta: σ = 0, 3 C/m2, prekinjena črta: σ = 0, 03 C/m2,
pikčasta črta: σ = 0, 003 C/m2. Vstavljen graf v (A) prikazuje absolutne razlike
med analitičnimi in numeričnimi rešitvami. Odvisnost normalizirane številske go-
stote elektronov n/n0 od x pri zgornjih vrednostih površinske gostote naboja σ (B).
Gostota Helmholtzeve proste energije nizkotemperaturne limite f (enačba (129),
polna črta) od razmika med ploskvama d in njeni prispevki; energija zaradi sime-
trijskih omejitev valovnih funkcij fsym (polna siva črta) in elektrostatski prispevek
(prekinjena siva črta) (C). Gostota proste energije v visokotemperaturni limiti pri
T = 300 K (enačba (135)) je označena s prekinjeno črno črto. V obeh primerih
vzamemo σ = 0, 03 C/m2. Notranji graf slike (C) prikazuje logaritemsko odvi-
snost nizko- in visokotemperaturne limite, prilagojene s funkcijama axb, kjer je ob
vsaki krivulji označena potenca prilagoditve. Analitična diferencialna kapacitiv-
nost dσ/dφ(x = 0) nizke- (enačba (140), polna črta) in visokotemperaturne limite
(enačba (141)), prekinjena črta) pri d = 1 nm in T = 300 K (D). Zaradi simetrije
okoli x = 1/2 sta električni potencial in številska gostota elektronov prikazana
samo za levo polovico sistema, torej x ∈ [0, 1/2].
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Naše izračune primerjamo z rezultati, ki jih poznamo iz Poisson-Boltzmannove
teorije, kjer se pri končnih temperaturah delci porazdelijo po energetskih stanjih,
ki jih narekuje Boltzmanova porazdelitev s¯n = exp (−εn/kT ), in je v prosti energiji
upoštevan tudi entropijski člen. Particijska funkcija in Euler-Lagrageve enačbe
sistema so v tem primeru drugačne. Z uporabo analognega pristopa in istih vezi










in je B brezdimenzijska konstanta. Na tem mestu ne bomo predstavili podrobnega
postopka reševanja enačbe (131), saj je bil podoben formalizem že uporabljen na
drugih mestih, v primerih ionskih raztopin (Engstrom in Wennerstrom, 1978).
Brezdimenzijski električni potencial med nabitima ploskvama je v tem primeru
φ(x) = γ4 ln
(
1 + tan2(κ(12 − x))
)
, (133)
kjer smo postavili φ(x = 1/2) = 0. Konstanto κ določimo iz robnega pogoja ob































Tu je e konstanta naravnega logaritma.
Pri shranjevanju električne energije je pomembna lastnost kondenzatorja njegova
diferencialna kapaciteta. Klasično je kapaciteta kondenzatorja definirana kot raz-
merje med shranjenim nabojem in napetostjo kondenzatorja C = e/U , identična
definicija pri difuznem sloju pa poda kapaciteto kot razmerje med spremembo
površinske gostote naboja in spremembo električne napetosti ob ploskvi:
C = dσdφ(x = 0) . (137)
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Za začetek si poglejmo diferencialno kapaciteto v nizkotemperaturni limiti. Če
vstavimo v enačbo (127) x = 0, dobimo odvisnost φ(x = 0) od β. Ker želimo
odvajati po σ, zapišemo
β = A˜d5/4σ1/4, (138)








Električni potencial pri nabiti ploskvi (x = 0) v enotah voltov je tako











Tukaj je K1 = d/ε0 v enotah voltov, K2 pa je enak K2 = A˜d5/4. Z uporabo
implicitnega odvajanja d/dφ(x = 0) dobimo
dσ









Numerično transponiramo odvisnost φ(x = 0)(σ) in odvajamo po σ. Povsem ana-
logen postopek velja pri obravnavi v visokotemperaturni limiti, kjer je diferencialna
kapaciteta enaka
dσ









Z namenom kvantifikacije gostote delcev ob nabiti ploskvi lahko definiramo efek-
tivno širino difuzne dvojne plasti ξω od nabite ploskve, v kateri se nahaja ω%
vseh delcev. Ker je odvisnost številske gostote delcev n(x) simetrična na simetralo
med ploskvama x = 1/2, efektivno širino določimo kot zgornjo mejo integrala in v
skladu z definicijami elektronskih orbital postavimo ω = 0, 95:∫ ξω
0
n(x) dx = ω2 . (143)
Na Sliki 4 C vidimo, da so vrednosti gostote Helmholtzeve proste energije sistema
v nizkotemperaturni limiti istega velikostnega reda kot v visokotemperaturni limiti
pri sobni temperaturi. Kvantne omejitve valovnih funkcij nakazujejo celo na neko-
liko višje gostote energije, ki jo lahko shrani tak modelski kondenzator. Podobno
je z električnim poljem, saj omejitve zasedenosti istih energetskih stanj vodijo do
slabšega senčenja električnega polja tik ob ploskvi in posledično vplivajo na večjo
povprečno velikost električega polja v kondenzatorju. Diferencialna kapacitivnost
37
Drab M. Elektrostatske lastnosti nanostruktur v modelih celičnih membran.
Doktorska disertacija. Ljubljana, Univerza v Ljubljani, Biotehniška fakulteta, 2018




























































Slika 5: Električni potencial φ v enotah voltov (A) in številska gostota delcev n
(B) tik ob nabiti ploskvi x = 0 v odvisnosti od površinske gostote naboja σ. Prosta
energija sistema (C) in diferencialna kapacitivnost (D) v odvisnosti od površinske
gostote naboja σ. Vse odvisnosti so izračunane za dve vrednosti razmikov med
ploskvama: polna črta za d = 1 nm in prekinjena črta za d = 0, 1 nm. Črna barva
označuje model nizko-, siva pa visokotemperaturne limite pri T = 300 K.
v obeh modelih kaže na monotono naraščajočo odvisnost v odvisnosti od poten-
ciala tik ob ploskvi φ(x = 0) in vrednosti podobnih velikostnih redov. Krivulje
se razlikujejo zgolj kvalitativno zaradi variacij v odvisnosti električnega polja med
ploskvama v obeh primerih (Slika 4 D). Slika 4 C prikazuje povečanje elektrostat-
skega prispevka k celotni energiji, ko se pri konstantni vrednosti σ razmik med
ploskvama poveča in teži proti nič v limiti d → 0. Prispevek zaradi simetrijskih
omejitev se vede obratno; pri d = 0 divergira proti pozitivni neskončnosti, kar je
smiselno; zaradi krčenja prostora, ki je na voljo delcem med ploskvama, morajo ti
zasedati vse višja energijska stanja. Lahko potrdimo dobro ujemanje med analitič-
nimi in numeričnimi izračuni odvisnosti električega potenciala, električnega polja
in številske gostote delcev (Slika 4). Električni potencial in številska gostota del-
cev sta simetrična glede na simetralo sistema x = 1/2. Za majhne vrednosti β
uporabimo razvoj s Taylorjevo vrsto in dobimo f/f0 = α. Pri velikih vrednostih β
ta razvoj limitira proti nič. Pri izbranih vrednostih razmikov d je odvisnost f(d)
kvalitativno drugačna v obeh modelih.
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Slika 5 prikazuje odvisnosti električnega potenciala tik ob nabiti ploskvi φ(x = 0)
(A), številsko gostoto elektronov tik ob nabiti ploskvi n(x = 0) (B), prosto ener-
gijo sistema (C) in diferencialno kapacitivnost sistema (D), vse v odvisnosti od
površinske gostote naboja σ. Vse navedene spremenljivke z večanjem σ mono-
tono naraščajo. Antisimetrija valovnih funkcij v nizkotemperaturni limiti delcem
postavlja strožje vezi pri akumulaciji tik ob nabiti ploskvi, kar vodi do slabšega
senčenja električnega polja in posledično vodi do močnejših električnih polj (Slika
6 A in B). Ker večja vrednost površinske gostote naboja na ploskvama zahteva
večje število elektronov v sistemu (za zagotovitev električne nevtralnosti), z njo
premosorazmerno raste tudi prosta energija.
Na Slikah 5 B, C, D lahko vidimo, da so rezultati Poisson-Boltzmannove teorije
visoke temperature praktično nerazločljivi pri d = 1 nm in d = 0, 1 nm zaradi kon-
denzacije delcev neposredno ob ploskvi. Tu je neomejena akumulacija dovoljena,
ker delci več niso podvrženi omejitvam valovnih funkcij. Ker se tik ob ploskvah
nabere glavnina vseh delcev, je senčenje električega polja zelo učinkovito. To vi-
dimo na Sliki 6 A in B, kjer v visokotemperaturnem režimu električno polje hitro
pade na zanemarljivo vrednost tik ob ploskvah. Za razliko od modela idealnega
plina, kjer je vzeto, da so delci neodvisni in so interakcije med njimi zanemar-
ljive, delci v sistemu s kvantnimi omejitvami nujno interagirajo, čeprav nikjer ne
vpeljemo člena medsebojnih interakcij; fermioni so zaradi antisimetričnih valov-
nih funkcij podvrženi Paulijevemu izključitvenemu načelu, ki je bil v pričujočem
modelu posredno vključen v formulaciji proste energije. Prav tako smo privzeli,
da so elektrostatske interakcije zavzete v aproksimaciji povprečnega polja. Nabiti
ploskvi in porazdeljeni nabiti delci ob upoštevanju robnih pogojev soustvarjajo
povprečno polje znotraj sistema, hkrati pa neposredno ne vplivajo na stacionarne
rešitve Schrödingerjeve enačbe in njim pripadajoče valovne funkcije. Takšna poe-
nostavitev elektrostatskih interakcij je dopuščala bolj jasno osredotočenje na same
vplive kvantnih pojavov, ki smo jih v prvem približku opisali analitično v odvisnosti
od parametrov sistema. V naslednjem koraku bi za izboljšanje modela lahko vzeli
vpliv perturbacije električnega polja na rešitve valovnih funkcij ali pa drugačne
odvisnosti potencialne jame, s katero so fermioni omejeni na majhnem območju.
Delci bi se lahko namesto v potencialni jami nahajali v potencialu harmoničnega
oscilatorja.
Z uporabo modela tridimenzionalne neskončne potencialne jame smo pokazali, da
na velikostnih skalah reda nanometrov lahko pride do difuzne električne dvojne pla-
sti zgolj zaradi omejitev valovnih funkcij fermionov, torej posredno zaradi Fermi-
Diracove statistike. Upoštevanje navedenih omejitev razširi difuzno električno
dvojno plast in s tem omogoči električnemu polju, da seže dlje od nabitih plo-
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Slika 6: Velikost električnega polja E, ki je pravokotno na nabito ploskev v od-
visnosti od koordinate x za σ = 0, 3 C/m2 (A) in σ = 0, 03 C/m2 (B) za razmik
d = 1 nm; efektivna širina električne dvojne plasti ξ0,95 v odvisnosti od površin-
ske gostote naboja σ pri dveh razmikih med ploskvama d = 1 nm (polna črta) in
d = 0, 1 nm (prekinjena črta) (C). Efektivna širina električne dvojne plasti med na-
bitima ploskvama v odvisnosti od σ pri konstantnem razmiku d0 = 1 nm (D). Črna
črta označuje rezultate nizkotemperaturne limite, siva pa Poisson-Boltzmannove
teorije pri T = 300 K. Kot prej je električno polje zaradi simetrije prikazano samo
za eno polovico sistema.
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skev. To vpliva na homogeno porazdelitev delcev v sistemu in posledično razširi
efektivno širino dvojne plasti. Učinek na diferencialno kapacitivnost je nekoliko
bolj kompleksen in odvisen tudi od drugih modelskih parametrov. Sklepamo, da
bi spremembe modela (drugačna potencialna jama, vpliv električnega polja na re-
šitve Schrödingerjeve enačbe, končne temperature) rezultat izboljšale, ne pa tudi
kvalitativno spremenile.
4.2 KOMPLEKSNA VEJA
Do zdaj smo obravnavali samo realne rešitve enačbe (122). Poglejmo si, ali lahko
relevantne rešitve dobimo tudi v primeru, če je člen v enačbi (122) (4φ− λ˜) nega-





















Kot prej uvedemo novo spremenljivko in jo diferenciramo,

















4 = a. (148)
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Po integraciji na obeh straneh dobimo
16
5 a






Tu so meje integriranja tekle od x ∈ [0, 1/2]. Predpostavili smo, da je odvod
reduciranega potenciala du/dx = 0 pri x = 1/2. Ker nas, kot prej, predvsem
zanimajo analitične rešitve, lahko uporabimo približek potence 5/2 → 2, saj v















2/2)(1+i). Če ločimo spremenljivki





= exp c(12 − x), (155)
kjer je kompleksna konstanta c = 2(1 + i)
√
2a3/5. Po nekaj korakih preurejanja
dobimo za izraz reduciranega potenciala






cosh(a+ bi) = cosh a cos b+ i sinh a sin b, (157)
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Z upoštevanjem robnih pogojev lahko določimo konstanto u1/2. Ker se pri x = 0
nahaja nabita ploskev, je odvod električnega polja tam znan iz robnih pogojev:
dφ
dx |x=0 = −1. (160)




dx |x=0 = (−4) · (−1) = 4. (161)
Tu <(z) označuje realni del kompleksnega števila z. Odvod du/dx je enak
du
dx = (1 + i)ku1/2 sinh
(
k(1 + i)(x− 12)
)
, (162)
njegova realna vrednost pa
<(dudx) = ku1/2
(
















2 − cos k2 sinh k2
) . (164)
Ta konstanta zavzame numerično vrednost pri različnih vrednostih parametrov
sistema, ki sta razdalja med ploskvama d in velikost gostote površinskega naboja
































Realni del reduciranega potenciala je tako
<(u(x)) = 4 cos (k(x−
1





2 − cos k2 sinh k2
) . (169)
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Spomnimo se, da je to šele rešitev reduciranega potenciala, saj smo uvedli substi-
tucijo u = λ˜ − 4φ (enačba (146)). Konstanto λ˜ lahko določimo iz zahteve ničle
potenciala. Ničlo si izberemo na simetrali sistema, torej
φ(x = 12) = 0. (170)
Enačba, ki jo moramo rešiti za λ˜, je tako
φ(x = 12) =
λ˜−<(u(x = 12))






2 − cos k2 sinh k2
) .
(171)
Zapišimo brezdimenzijski električni potencial med ploskvama φ(x):
φ(x) =





2 − cos k2 sinh k2
) . (172)
Na Sliki 7 si poglejmo nekaj realnih vrednosti φ(x) pri različnih vrednostih pa-
rametra k. Številska gostota delcev med ploskvama, ki je kot prej definirana kot




Realni del tega odvoda je
n(x) =
k sin k(x− 12) sinh k(x− 12)
cosh k2 sin
k
2 − cos k2 sin k2
. (174)
Ker so za gostoto delcev smiselne samo rešitve, ki so neničelne, nas zanima, kdaj
bo veljalo, da je
n(x) ≥ 0. (175)
Izraz je v vsakem primeru ničeln pri n(x = 1/2) = 0, a zanima nas, pri kateri
netrivialni vrednosti konstante k, ki je odvisna od fizičnih parametrov sistema, se
to zgodi. Vidimo, da je pogoj za ničlo enačbe (174) takrat, ko velja
sin k(x− 12) = 0. (176)
Iz lastnosti funkcije n(x) pri različnih vrednostih k ugotovimo, da gostota delcev
prestopi v negativno vrednost na skrajnih vrednostih intervala, torej v točkah
x = 0 in x = 1. V tem primeru so ničle enačbe (176)
k = ±2npi, n ∈ Z, (177)
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Slika 7: Gostota delcev n(x) (enačba (49)) pri različnih vrednostih konstante k:
k = pi (A), k = 2pi (B), k = 4pi (C), k = 8pi (D). V primerih (C) in (D) vidimo,
da številska gostota delcev zavzame negativne vrednosti.
kjer Z označuje množico celih števil. Osredotočili se bomo na prvo vejo rešitev,
torej na vrednosti k ∈ [0, 2pi]. Višje veje rešitev, torej na intervalih
k ∈ (mpi, npi), (m,n) > 2, (m,n) ∈ Z, (178)
vodijo do rešitev, ki so negativne (Slika 7) in torej fizikalno nesmiselne. Za vse,
tudi za nefizikalne rešitve, velja normalizacijski pogoj∫ 1
0
n(x) dx = 1. (179)
Zanima nas skrajni primer k = 2pi in njegova povezava s fizikalnimi parametri
sistema. Upoštevajoč enačbe (165–168), lahko izpeljemo maksimalno vrednost
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Ker je parameter α (enačba 113) odvisen od konstant, ki v naših računih ne spre-






≈ 9.05 · 10−17. (181)
Glavna spremenljiva parametra našega sistema sta razdalja med ploskvama d in
gostota naboja na njima σ. Iz enačbe (113) dobimo zvezo
σd5 = K3
(




Če spreminjamo razdaljo med ploskvama d, lahko dobimo maksimalno vrednost
σ, kjer je gostota delcev še ravno neničelna na celotnem intervalu. Odvisnost σ(d)
vidimo na Sliki 8.
Rešitev enačbe (174) mora biti rešena samo za primere, ki so še fizikalno smi-
selni, torej za primere, kjer je realni del porazdelitev številske gostote delcev med
ploskvama neničeln. Pri določenem razmiku med ploskvama d gre lahko površin-
ska gostota σ samo do mejne vrednosti, ki je določena z enačbo (182), kot vidimo
na Sliki 8. Pri fiksnem razmiku med nabitima ploskvama in pod mejno vrednostjo
površinske gostote naboja, ki ustreza razmiku σ < σmax, se rešitve električnega
potenciala φ(x), električnega polja E(x) in gostote delcev n(x) bistveno ne razli-
kujejo od rešitev realne veje nizkotemperaturne limite. Največja razlika je popolna
odsotnost delcev na simetrali med ploskvama n(x = 1/2) = 0 v kompleksnem ana-
litičnem približku pri vsakem dovoljenem parametru d in σ. Šele ko se približamo
mejni vrednosti fizikalno smiselnih rešitev, se porazdelitev delcev med ploskvama
začne spreminjati, kot vidimo na Sliki 8 na daljici A–C. Pri relativno majhnem raz-
miku se glavnina delcev nahaja neposredno ob nabitima ploskvama (Slika 8 A). Ko
se pri nespremenjeni vrednosti površinske gostote naboja razmik med ploskvama
poveča, se količina delcev neposredno ob ploskvama zmanjša; lokalni maksimum
gostote se prerazporedi proti simetrali med ploskvama (Slika 8 B). Ob nadaljnjem
večanju razmika se gostota na površino adsorbiranih delcev še manjša, dokler ne
doseže svoje minimalne vrednosti pri dmax (Slika 8 C). Večina delcev se v tem pri-
meru pomakne proti središču med ploskvama in doseže dva lokalna maksimuma
proč od ploskev (Slika 8 C).
Diferencialna kapacitivnost sistema je tudi v kompleksni veji definirana kot od-
vod
C = dσdφ(x = 0) . (183)
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Slika 8: Odvisnost maksimalne vrednosti površinske gostote naboja σmax od raz-
mika med nabitima ploskvama d (enačba (182)) in funkcije porazdelitve delcev
med ploskvama pri vrednostih razmika d = 2 nm (A), d = 4 nm (B) in d = 5
nm (C). Fizikalno smiselne rešitve se nahajajo v osenčenem delu grafa, na sami
funkciji je porazdelitev delcev vedno mejna in ustreza enačbi (174) pri k = 2pi.
Površinska gostota naboja vzdolž daljic A–B in B–C je konstantna in enaka
σmax(d = 5 nm) = 1, 9µC/m2.
Prvi korak v izračunu diferencialne kapacitivnosti je izraz potenciala pri nabiti
ploskvi v odvisnosti od k. To dosežemo hitro, če v enačbo (172) vstavimo x = 0:
φ(x = 0) =





2 − cos k2 sinh k2
) . (184)
Z uporabo enačb (165–168) lahko izrazimo parameter k samo s fizikalnima para-











d15/8σ3/8 = Λd15/8σ3/8. (185)
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Tu je numerična konstanta Λ enaka
Λ = 3, 20 · 1018. (186)
Ker smo vse dosedanje račune opravili v brezdimenzijskem režimu, se spomnimo,
da v odvisnost diferencialne kapacitivnosti dodamo enote. Spomnimo se, da je bil
električni potencial normaliziran (enačba (110))




Odvisnost električega potenciala pri nabiti ploskvi φ(x = 0) v enotah voltov se
tako poda z enačbo














2 − cos Λξ2 sinh Λξ2
) , (188)
kjer je
ξ = d15/8σ3/8. (189)
Če postavimo razmik med ploskvama na d = 1 nm in implicitno odvajamo enačbo
(188) po potencialu pri nabiti ploskvi d/dφ(x = 0), prispemo do želenega rezul-
tata za diferencialno kapacitivnost. Numerično to storimo z izračunom matrike
φ(x = 0)(σ) do maksimalne vrednosti σmax(d = 10−9). Tej funkcji numerično po-
iščemo inverz in jo odvajamo. Diferencialna kapacitivnost je prikazana na Sliki
9, kjer jo primerjamo tudi z realno rešitvijo (enačba (141)) in rešitvijo pri visoko-
temperaturnih pogojih (enačba (142)), torej v limiti Boltzmannove porazdelitve.
Vidimo, da je velikostni red diferencialne kapacitivnosti kompleksne veje podoben
realnemu visokotemperaturnemu rezultatu; v obeh primerih je diferencialna kapa-
citivnost monotona padajoča funkcija.
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Slika 9: Diferencialna kapacitivnost pri razmiku d = 1 nm v odvisnosti od napeto-
sti na nabiti ploskvi pri x = 0. Polna črta označuje kompleksno rešitev, prekinjena
realno rešitev, črtkana pa visokotemperaturno limito pri T = 300K.
Helmholtzeva prosta energija kompleksne veje rešitev se računa po znani enačbi







Tu je f0 površinska gostota energije klasičnega kondenzatorja (enačba (111)). Ob
opazovanju Slike 8 vidimo, da lahko prosto energijo računamo na dva načina:
• pri razmiku d in pripadajoči skrajni vrednosti σmax(d). To ustreza točkam na
krivulji Slike 8, ki deli senčeno in nesenčeno področje grafa. Prosto energijo,
izračunano v teh točkah, označimo s fσmax . Odvisnost ploskovne gostote
Helmholtzeve proste energije od razmika med ploskvama vidimo na Sliki 10
A;
• pri razponu razmikov d ∈ (dmin, dmax) in konstantni vrednosti σmax(dmax).
Pri vseh izračunih postavimo dmin = 0, 01 nm. To ustreza računom pro-
ste energije v senčenem področju grafa na Sliki 8 vzdolž daljice konstantne
površinske gostote naboja A–C. Odvisnost ploskovne gostote Helmholtzeve
proste energije od razmika med ploskvama vidimo na Sliki 10 B.
Vidimo, da je v režimu limitnih vrednosti površinske gostote naboja σ (Slika 10
A) gostota proste energije monotono padajoča funkcija razmika, ki se v dveh ve-
likostnih razredih razmika spremeni za veliko več velikostnih razredov vrednosti
energije. Ta potenčna odvisnost se pojavi kot posledica enačbe (182) in dejstva,
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Slika 10: Odvisnost ploskovne gostote Helmholtzeve proste energije od razmika
med ploskvama. Gostota proste energije pri limitnem primeru σmax(d) (enačba
(182)), kar še ravno ustreza fizikalno dovoljenim rešitvam (A), in gostota pro-
ste energije pri konstantni vrednosti ploskovne gostote naboja σmax(1 nm) ≈
0, 006C/m2 (B). Polna črta označuje rešitev kompleksne, prekinjena pa realne
veje nizkotemperaturne limite.
da se pri hitro spreminjajočih se vrednostih σ hitro spreminja tudi elektrostatska
energija sistema Fel (enačba (105)).
Bolj presenetljiv je rezultat v režimu konstantne površinske gostote naboja σ;
gostota proste energije je spet monotono padajoča funkcija, ki pa doseže lokalni
minimum pri d ≈ 0, 898 nm, preden se zopet poveča, če uporabimo σmax(d =
1 nm) ≈ 0, 006C/m2 (Slika 10 B). Če uporabimo drugačno vrednost gostote na-
boja na nabiti površini, na primer σmax(d = 2 nm) ali σmax(d = 3 nm), dobimo
50
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Slika 11: Logaritemski graf gostote Helmholtzeve proste energije pri treh različnih
razmikih med ploskvama d; polna črta označuje rešitev kompleksne, prekinjena pa
realne veje pri navedenih parametrih. Od zgoraj navzdol si sledijo vrednosti: d = 1
nm (minimum pri 6, 26meV/nm2), d = 2 nm (minimum pri 12, 22µeV/nm2) d = 3
nm (minimum pri 0, 32µeV/nm2). Številke v področju grafa označujejo vrednost
gostote energije pri maksimalnem razmiku. Velikost površinske gostote naboja σ
je navedena pri vsaki krivulji in je v enotah mC/m2.
energetski minimum pri istih relativnih vrednostih razmika, torej pri d = 1, 797
nm za dmax = 2 nm in d = 2, 695 nm za dmax = 3 nm. V vseh primerih je količnik
razmika minimuma energije dMIN in razmika dmax, ki pripada ustrezni vrednosti
σmax, enak in znaša
dMIN
dmax
≈ 0, 898. (191)
Gostote proste energije so različne za vsak izbran d0, pri katerem računamo odvi-
snost proste energije, vendar pa se minimum vedno pojavi pri isti relativni odda-
ljenosti med ploskvama (glej Sliko 11). To je pričakovano, saj je začetna diferen-
cialna enačba (enačba (144)) enodimenzionalna v parametru β oziroma k; zaradi
soodvisnosti d in σ (enačba (182)) se minimum vedno pojavi pri kmin ≈ 0, 898 ·2pi.
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Količine ostanejo skladne in pričakujemo, da se v minimumu ujemajo kvalitativno.
Na Sliki 12 vidimo odvisnosti električnega potenciala, električega polja in številske





































Slika 12: Odvisnost električnega potenciala (A), gostote električega polja (B) in
številska gostota delcev (C) pri minimumu energije za σmax(1 nm) ≈ 0, 006C/m2
in razmiku d = 0, 898 nm. Polna črta označuje kompleksno, prekinjena pa realno
rešitev v limiti nizke temperature.
gostote delcev pri razmiku med ploskvama dMIN in σmax(1 nm), torej pri razmiku,
ki ustreza globalnemu minimumu Helmholtzeve proste energije kompleksne veje.
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Opazimo, da je gostota Helmholtzeve proste energije, izračunane za kompleksno
vejo rešitev, vedno višja od realne veje pri enakem parametru β, kar si razlagamo
kot termodinamsko manj ugodno stanje porazdelitve delcev. V razponu naših izra-
čunov nismo nikoli naleteli na primer, ko bi obe veji zasedli isto vrednost energije
pri istem parametru k oziroma β. Minimum energije lahko nakazuje na meta-
stabilno stanje, ki obstaja med ploskvama, ki pa je energijsko manj ugodno in
posledično manj verjetno.
Ker je sila med nabitima ploskvama na površinsko enoto definirana kot prostor-
ski odvod Helmholtzeve proste energije po razmiku med ploskvama, zaradi narave
naše obravnave omejen samo na silo v x smeri,
s = −∇f, → sx = −∂f
∂d
, (192)
hitro vidimo, da minimum v prosti energiji pomeni obrat predznaka odvoda in po-
sledično obrat v smeri sile. V domeni realnih rešitev nizkotemperaturne limite in
visokotemperaturne limite je bila Helmholtzeva prosta energija vsakič monotono
padajoča funkcija razmika med ploskvama d (Slika 4 C). To ustreza sili, ki ploskvi
odbija. V kompleksni veji odvod predznak zamenja v točki dMIN , kar pomeni, da
se pri teh parametrih ploskvi privlačita. Odvisnost ploskovne gostote sile vidimo
na Sliki 13 pri dmax = 1 nm.











Slika 13: Ploskovna gostota sile med nabitima ploskvama sx v odvisnosti od raz-
mika med d. Tukaj je d0 = 1 nm.
V modificiranih Poisson-Boltzmannovih modelih električne dvojne plasti je sila
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med enako nabitima ploskvama odvisna od lastnosti vmesnega elektrolita. V pri-
meru nasprotno nabitih enovalentnih točkastih ionov je sila vedno odbojna. Mo-
deli, v katerih elektrolit sestavljajo večvalentni ioni, v katerih upoštevamo direktne
interakcije med ioni ali pa ioni sestojijo iz sestavljenih gradnikov, lahko opišejo tudi
privlačno silo med nabitima površinama, med katerima so prosto gibljivi nabiti
delci; to je bilo pokazano z analitičnimi postopki (Bohinc in sod., 2004) in Monte
Carlo (MC) simulacijami (May in Bohinc, 2011; Reščič in Bohinc 2012; Urbanija
in sod., 2008). Razlog za privlak so medionske korelacije med posameznimi ioni
(Grosberg in sod., 2002; Netz, 2001) in orientacijsko urejanje v sistemih z notranjo
distribucijo naboja (Urbanija in sod., 2008; May in Bohinc, 2011).
Primer privlaka med enako nabitima ploskvama iz literature je modelski sistem,
kjer se na diametralnih straneh togih ionov na razdalji l nahajata enaka naboja e,
ki sta predznačena nasprotno od nabitih ploskev (Slika 14). Zaradi orientacijskega
urejanja lahko pri ravno pravšnjih razmerjih med razdaljo med nabojema l in raz-
mikom med nabitima ploskvama D pride do t. i. premostitvenega učinka. V tem
režimu so zveznice med nabojema na ionih pravokotne na nabiti ploskvi, kar pri
nizkih vrednostih σ privede do privlaka med enako nabitima ploskvama. Podobno
urejanje se zgodi pri vrednostih D, ki so večkratniki razmika med nabojema l.
Orientacijsko urejenost prepoznamo po simetričnih vrhovih v porazdelitvi gostote
naboja ρ (Slika 14).
Če se vrnemo k našemu modelu, natančneje, k primerom, ki ustrezajo minimumom
v Helmholtzevi prosti energiji, lahko ugotovimo, da prostorska porazdelitev naboja
izkazuje podobne vrhove kot v modelu diametralnih nabojev na Sliki 14. Ker je
večina nabitih delcev med ploskvama od njih nekoliko ločena, kot vidimo na Sliki
12 C, se na istih mestih pojavijo največje vrednosti v prostorski gostoti naboja.
To vidimo na Sliki 15. Sicer v tem primeru ne moremo govoriti o orientacijskem
urejanju fermionov, ker so obravnavani kot točkasti delci z enim samim nabojem,
vendar je podobnost očitna. Če velja, da modificirani Poisson-Boltzmannovi mo-
deli nabitih delcev privlaka med enako nabitima ploskvama ne morejo predvideti,
ko gre l proti nič, to ne velja v primeru fermionov, ki so sklopljeni z omejitvami
na valovne funkcije.
Privlak med dvema enako nabitima površinama je makroskopsko prisoten v vrsti
naravnih procesov. Znano je, da se orjaški fosfolipidni vezikli (giant unilamellar
vesicles – GUVs) s koalescenco združujejo navkljub elektrostatsko enako pred-
značenim površinam. Delci, ki uravnavajo interakcijo, so lahko nabiti proteini,
ki elektrostatsko interagirajo z nasprotno nabitimi biološkimi membranami. Drugi
primeri privlaka med dvema enako nabitima površinama vključujejo adhezijo GUV
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Slika 14: Privlak med enako nabitima ploskvama zaradi orientacijskega urejanja.
Levo: Ploskovna gostota Helmholtzeve proste energije f pri dveh vrednostih σ
v odvisnosti od razmika med ploskvama D. Desno: Distribucija prostorske go-
stote naboja med ploskvama pri označenih parametrih. Črte označujejo analitične
rezultate, točke pa rezultate MC simulacij (Urbanija in sod., 2008).













Slika 15: Prostorska porazdelitev naboja kompleksne rešitve pri privlaku med
ploskvama. Največja gostota negativnega naboja se pojavi na mestih, ki ustrezajo
največji gostoti delcev n (glej Sliko 12 C).
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v prisotnosti krvne plazme (Perutkova in sod., 2010), agregacijo paličastih viru-
sov (Butler in sod., 2003) in kondenzacijo DNK v prisotnosti divalentnih ionov
(Bloomfield, 1996).
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5 SKLEPI
• Vpeljava simetrijskih omejitev na valovne funkcije fermionov, implicirana
v formulaciji proste energije sistema, je privedla do formacije difuzne elek-
trične dvojne plasti v nizkotemperaturni limiti. To potrjuje našo hipotezo o
vlogi simetrijskih omejitev, ki so analogne entropijskim učinkom v klasični
obravnavi električne dvojne plasti.
• Relativna napaka ujemanja med numeričnimi rezultati in analitičnimi pri-
bližki izraza za elektrostatski potencial med ploskvama je približno 2 % v
obeh vejah rešitev.
• Gostota Helmholtzeve proste energije v realni veji rešitev nizkotemperaturne
limite je kvalitativno in kvantitativno podobna sprejeti Poisson-Boltzmannovi
teoriji klasičnih delcev pri končnih temperaturah.
• Odvisnost diferencialne kapacitivnosti od ploskovne gostote naboja σ na plo-
skvama se razlikuje od klasičnih rezultatov, kar potrjuje našo drugo hipotezo.
V realni in kompleksni veji rešitev je diferencialna kapacitivnost monotona
funkcija v rangu velikostnih redov klasičnih rešitev.
• Kompleksna veja rešitev zagotovi fizikalno smiselne rezultate v strogo za-
mejeni domeni. V nekaterih primerih napove distribucijo številske gostote
delcev, ki je nemonotona, kar ostaja nepojasnjeno.
• Kompleksna veja rešitev pri določenih parametrih sistema napove minimum
v gostoti Helmholtzeve proste energije. Posledica tega pojava je privlak
med ploskvama z istim predznakom naboja, čeprav obravnavamo delce med
nabitima ploskvama kot točkaste.
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6 POVZETEK (SUMMARY)
6.1 POVZETEK
Nabite ploskve in gibajoči delci naboja med seboj Coulombsko interagirajo. Za
razumevanje teh interakcij je uporabna teorija električne dvojne plasti (EDP), ki
te porazdelitve fizikalno napoveduje. V zadnjem stoletju smo bili priča velikemu
razvoju teoretskih in numeričnih modelov električne dvojne plasti, ki je našla upo-
rabnost v vrsti znanstvenih panog. Električna dvojna plast je uporabna za razume-
vanje medceličnih procesov, ki vključujejo elektrolitske raztopine in biološke mem-
brane, prav tako pa v hitro razvijajoči se panogi nanoinženiringa. Nanoporozni
materiali kažejo na vse boljše oblike shranjevanja energije v obliki elektrokemičnih
superkondenzatorjev, ki premoščajo vrzel med klasičnimi galvanskimi členi in kon-
denzatorji. V medicini se uveljavljajo nanobiosenzorji, ki s širino svoje uporabe
napovedujejo spremembe v paradigmah zdravljenja in biokompatibilnosti. Krče-
nje tehnologij v domeno nanometrov terja revizijo klasičnih teorij električne dvojne
plasti, saj lahko na majhnih velikostnih skalah pride do pojavov kvantnomehanske
narave.
V okviru doktorske disertacije smo postavili preprost model fermionov med dvema
nabitima ploskvama, ki so zaradi omejitev na antisimetrične valovne funkcije pod-
vrženi Fermi-Diracovi statistiki v približku povprečnega električnega polja. Za-
nimalo nas je, ali lahko v limiti nizkih temperatur tovrstna omejitev privede do
električe difuzne plasti, ki je značilna za klasične delce med dvema nabitima plo-
skvama električnega kondenzatorja.
V okviru statistične mehanike smo izpeljali enačbo za Helmholtzevo gostoto proste
energije in jo rešili v primeru termičnega ravnovesja, v kateri zavzame minimalno
vrednost. Postopek minimizacije nas je privedel do diferencialne enačbe za elek-
trični potencial med nabitima ploskvama z upoštevanjem robnih pogojev elektro-
nevtralnosti sistema. Enačbo smo rešili v realni in kompleksni domeni numerično
in z analitičnim približkom. Rešitve obeh vej so napovedale nastanek difuzne elek-
trične plasti, ki se je v limiti visokih temperatur skladal z napovedmi uveljavljene
Poisson-Boltzmannove teorije. Izračunali smo profile številske gostote delcev in
električnega potenciala med nabitima ploskvama ter videli, da se zaradi Fermi-
Diracove omejitve na zasedbenost energijskih stanj vsi delci ne morejo akumulirati
ob nabiti ploskvi, kljub dejstvu, da smo jih smatrali kot točkaste in v modelu
nismo upoštevali nobenih steričnih omejitev. To je pokazal tudi izračun efektivne
debeline električne dvojne plasti med ploskvama.
Izračunali smo odvisnosti Helmholtzeve proste energije od razmika med ploskvama
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in ugotovili, da se v realni domeni rešitve ujemajo z odvisnostmi pri končnih tempe-
raturah, ki med nabitima ploskvama ustvarijo odbojno silo. V kompleksni domeni
smo določili modelske parametre, kjer pride do privlaka med nabitima ploskvama
– pojav, ki je ponekod opažen tudi v primeru klasičnih nabitih ionov.
Izračunali smo odvisnost diferencialne kapacitivnosti modelskega sistema v realni
in kompleksni veji, ki se kvalitativno razlikuje v odvisnosti pri klasičnih modelih
električne dvojne plasti, a sovpada z velikostnim razredom kapacitivnosti klasične,
Poisson-Boltzannove teorije.
6.2 SUMMARY
Charged surfaces in contact with moving charges interact with electric Coulomb
interactions. Electric double layer (EDL) theory is useful in predicting such in-
teractions and resulting particle distributions. In the last century the models of
electric double layer have been improved with various mathematical considerati-
ons and have found use in a wide array of scientific endeavours. The results of
electric double layer theories are useful in understanding intercellular processes of
biological systems and in the field of nanoengineering. Nanoporous materials show
promising advances in the field of energy storage, where supercapacitors are brid-
ging the gap between classical capacitors and batteries. In the field of medicine,
nano-structured materials are predicting a revolutionary shift in the paradigms
of biocompatibility and nanobiosensors. The shrinking scales of these technolo-
gies demand a revision of classic theories with possible inclusion of quantum effects.
In the present dissertation we have modelled such quantum effects by conside-
ring a system of fermions trapped between two oppositely charged planar surfaces.
Since fermions are restricted by the Fermi-Dirac distribution laws of accessible
energy states, we wanted to see if such constraints could lead to a diffuse electric
double layer found in classical ionic systems on account of entropic mixing. Our
model considered non-interacting point-like particles in the approximation of the
mean electric field.
Within statistical mechanics we derived the equation for the Helmholtz free energy
density and found solutions which correspond to a global thermodynamic equili-
brium. This lead us to the differential equation for electric potential between the
charged surfaces with boundary conditions of electroneutrality taken into account.
The differential equation was solved withing the real and complex regimes and
predicted a diffuse double layer, which lead to Poisson-Boltzmann results in the
limit of high temperatures. We derived the distributions for the number density of
particles and electric field within the system. The Fermi-Dirac restrictions on the
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wave functions imposed a limit to the number of particles adsorbed to the charged
surfaces, even though no steric effects were considered explicitly in the model. We
confirmed this finding by deriving the effective thickness of the diffuse layer.
We further calculated the dependence of the Helmholtz free energy on surface
separation. In the domain of real-valued solutions, the results fit well into the
existing Poisson-Boltzmann theory, as the force between the two charged surfaces
is repelling. The solutions of the complex domain predicted a set of parameters
at which the force between the like-charged planar surfaces is attractive – a result
previously obtained within classic ionic systems.
The differential capacity dependence of the model system was calculated for both
real and complex domains that shows qualitative deviation from classic models,
but stays within the orders of magnitude of the Poisson-Boltzmann theory.
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